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ПРЕДИСЛОВИЕ  

 

 Ядерный реактор – это источник энергии и нейтронов. Реак-

торы подразделяются на исследовательские и энергетические. 

Исследовательский реактор – прежде всего генератор нейтронов. 

Энергетический реактор является частью энергетического ком-

плекса. Вырабатываемая энергетическим реактором энергия пре-

образуется далее в электрическую, которая и является конечным 

продуктом комплекса. Несомненно, реактор – важнейшая часть 

комплекса. И не только потому, что именно он является источни-

ком энергии, но и потому, что он является потенциально наибо-

лее опасной частью комплекса.  

 Независимо от назначения реакторов всем им как объектам 

управления присущи общие черты. Ниже изложены основные 

теоретические аспекты управления реактором. А именно, физи-

ческие основы управления реактором, характерные особенности 

динамики реактора нулевой и ненулевой мощности, особенности 

динамики импульсного реактора периодического действия как 

реактора, работающего в экстремальных условиях, общие прин-

ципы регулирования реактора. Поскольку при анализе динамики 

реактора используются методы, разработанные в общей теории 

автоматического управления, изложены также избранные эле-

менты этой теории.  

 Учебное пособие предназначено для студентов высших 

учебных заведений физического направления, для которых зна-

ние вопросов динамики ядерного реактора существенно для их 

будущей профессиональной деятельности. Оно также может быть 

полезно специалистам по управлению реактором.  

 Учебное пособие написано на основе лекций по курсу “Ос-

новы управления ядерным реактором”, прочитанным автором на 

кафедре нейтронографии студентам физического факультета Мо-
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сковского государственного университета. При написании ис-

пользован опыт преподавания автором одноименного курса сту-

дентам Тульского государственного университета и курсов “Тео-

рия автоматического управления” и “Основы теории управления” 

студентам филиала Московского института радиотехники, элек-

троники и автоматики (технического университета) в Дубне. При 

написании использованы также опыт участия автора в проектных 

работах по созданию уникальных импульсных реакторов на бы-

стрых нейтронах в международном ядерном центре – в Объеди-

ненном институте ядерных исследований в Дубне и результаты 

исследования автором динамики этих реакторов в процессе их 

эксплуатации.  

 Автор выражает благодарность заведующему кафедрой 

профессору д. ф.-м. н. В.Л.Аксенову и д. ф.-м. н. С.А.Гончарову 

за организацию лекций на кафедре нейтронографии физического 

факультета МГУ и д. ф.-м. н. Е.П.Шабалину, прочитавшему ру-

копись и сделавшему ряд полезных замечаний, которые автором 

учтены.  

 

1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ  

 

 Ядерный реактор представляет собой сложное инженерное 

устройство. Центральная часть реактора, где обеспечивается де-

ление ядер, называется активной зоной. Главной составляющей 

активной зоны является делящееся вещество (топливо).  

 Реактор проектируется таким образом, чтобы нейтроны, за-

хваченные ядрами топлива, в основном вызывали деление ядер 

топлива. В результате деления выделяется большое количество 

энергии. При этом каждое делящееся ядро испускает в среднем 

от двух до трех нейтронов. Эти вторичные нейтроны вновь долж-

ны вызвать деление ядер и т.д. Так возникает цепная реакция.  



 5

 Однако не каждое взаимодействие нейтрона с ядром приво-

дит к делению ядра. Так, возможно поглощение нейтрона ядром 

без последующего деления. Возможен также отскок нейтрона от 

ядра (рассеяние), что сопровождается уменьшением скорости 

нейтрона, т.е. уменьшением его энергии. Помимо этого возможен 

также выход нейтрона из активной зоны без взаимодействия с 

ядром топлива (“утечка”). Цепная реакция возможна лишь при 

условии, что масса делящегося вещества не меньше определен-

ной величины, называемой критической массой. 

 Возникающие при делении ядер нейтроны имеют большую 

скорость (большую энергию) и называются быстрыми. Быстрый 

нейтрон обладает энергией в среднем 2 МэВ. Вообще под быст-

рыми понимают нейтроны с энергией выше 0,1 МэВ (максималь-

ные значения энергии и скорости быстрого нейтрона могут дос-

тигать соответственно 10 МэВ и 7105,4   м/с). Соотношение меж-

ду энергией в мега-электрон-вольтах, электрон-вольтах и джо-

улях таково:  

1 МэВ = 610  эВ = 13106,1   Дж. 

 Реакторы, в которых основная масса делений происходит 

под воздействием быстрых нейтронов, называются реакторами 

на быстрых нейтронах или быстрыми реакторами. В качестве 

топлива в быстрых реакторах используются уран-233 ( U233 ), 

уран-235 ( U235 ) и плутоний ( Pu239 ). Уран-233 и плутоний полу-

чают искусственным путем. Уран-235 содержится в природном 

уране, но его доля очень мала и составляет лишь 0,7%. На 99.3% 

природный уран состоит из урана-238 ( U238 ). В обогащенном 

уране доля урана-235 для уран-графитовых реакторов обычно со-

ставляет 1,5 – 3%. Для реакторов других типов эта доля может 

быть значительно большей.  
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 Уран-238 может делиться только быстрыми нейтронами. 

Однако быстрые нейтроны, взаимодействуя с ураном-238, лишь в 

10% случаев вызывают деление ядер. Основная же масса быст-

рых нейтронов при встрече с ядрами U238  рассеивается (неупру-

гое рассеяние). При этом скорость нейтронов уменьшается на-

столько, что их энергия становится меньше 1 МэВ. А при такой 

энергии эти нейтроны уже не могут вызвать деление ядер урана-

238. Из тех же быстрых нейтронов, что образовались в результате 

деления, лишь 10% вновь вызовут деление. В результате преоб-

ладания процесса рассеяния над процессом деления осуществить 

цепную реакцию в уране-238 невозможно. Кроме того, происхо-

дит поглощение нейтронов ураном-238 с образованием плутония-

239. Уран-238, таким образом, играет роль сырья для накопления 

нового искусственного делящегося материала – плутония.  

 Помимо урана-238 только быстрыми нейтронами может де-

литься торий ( Th232 ), причем взаимодействию его с быстрыми 

нейтронами присущи те же особенности, что и урану-238. Как и 

уран-238, торий играет роль сырья, но для накопления урана-233.  

 Уран-235, содержащийся в природном уране, может делить-

ся нейтронами любых энергий. При этом наиболее интенсивно он 

делится так называемыми тепловыми нейтронами, под которыми 

понимают нейтроны с энергией меньше 0,1 эВ. Реакторы, в кото-

рых основная масса делений осуществляется тепловыми нейтро-

нами, называются реакторами на тепловых нейтронах. Наиболее 

распространенным топливом для таких реакторов является при-

родный или обогащенный уран.  

 Тепловые нейтроны получаются из быстрых нейтронов бла-

годаря наличию в активной зоне реактора замедлителя. Замедли-

тель выполняется из материалов, содержащих легкие элементы с 

массовым числом не более 12. Попавшие в замедлитель нейтроны 
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в результате столкновений с легкими ядрами (упругое рассеяние) 

не захватываются ядрами, а теряют скорость и возвращаются из 

замедлителя в топливо уже тепловыми нейтронами. В качестве 

материала для замедлителя используют графит, обычную воду, 

тяжелую воду, бериллий. Итак, в реакторах на тепловых нейтро-

нах активную зону образуют топливо и замедлитель. Естествен-

но, в реакторах на быстрых нейтронах замедлитель отсутствует.  

 Существуют также реакторы на промежуточных нейтро-

нах. Эти довольно редкие реакторы используются для проведения 

специальных исследований. Под промежуточными нейтронами 

понимают нейтроны с энергией от 10 эВ до 0,1 МэВ. 

 Выделяющееся в топливе тепло отводится теплоносителем. 

Он прокачивается по замкнутому контуру через активную зону и 

передает воспринимаемое от топлива тепло во внешнюю по от-

ношению к реактору среду. В большинстве действующих реакто-

ров в качестве теплоносителя используется обычная вода ( OH2 ). 

Используется также тяжелая вода ( OD2 ), углекислый газ ( 2CO ), 

водород ( 2H ), гелий (He). Кроме того, используются жидкие ме-

таллы натрий (Na) и калий (K), а также органические жидкости. 

Теплоноситель находится в активной зоне и, естественно, взаи-

модействует с нейтронами. В частности, теплоносители, содер-

жащие водород, интенсивно замедляют нейтроны. В связи с этим 

такие теплоносители нельзя использовать в реакторах на быстрых 

нейтронах, в них используют жидкие металлы, характеризую-

щиеся слабым рассеянием и слабым замедлением нейтронов.  

 Активная зона реактора окружается отражателем, препятст-

вующим утечке нейтронов из активной зоны и возвращающим их 

вновь в активную зону. В реакторах на тепловых нейтронах в ка-

честве отражателя используются те же материалы, что и для за-

медлителя. В реакторах на быстрых нейтронах активная зона мо-
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жет окружаться не только отражателем (сталь, вольфрам), но и 

воспроизводящим материалом (например, так называемый от-

вальный уран – уран, который для предприятий по обогащению 

ядерного топлива, является отходом). Взаимодействие нейтронов, 

утекающих из активной зоны, с воспроизводящим материалом 

приводит к образованию в нем нового ядерного топлива.  

 Наконец, отражатель окружается биологической защитой, 

снижающей ионизирующее излучение реактора до уровня, безо-

пасного для персонала, обслуживающего реактор. В результате 

работы реактора все материалы, размещающиеся внутри биоло-

гической защиты, становятся радиационно-опасными.  

 Внутри активной зоны располагаются органы управления 

для регулирования мощности и органы аварийной защиты для 

экстренной остановки реактора. Эти органы выполняются под-

вижными. В результате перемещения органов управления дости-

гается желаемая корректировка течения цепной реакции, а в ре-

зультате перемещения органов аварийной защиты – прекращение 

цепной реакции. Действие органов управления и защиты основа-

но либо на поглощении нейтронов, либо на изменении утечки 

нейтронов из активной зоны. В реакторах на тепловых нейтронах 

органы управления и защиты выполняются из материалов, хоро-

шо поглощающих нейтроны (это сплавы, содержащие бор (B), 

гафний (Hf), сплав серебра с индием и кадмием (Ag – In – Cd) и 

другие материалы). В реакторах других типов эти органы могут 

представлять собой части отражателей. Для надежности экстрен-

ная остановка реактора осуществляется в результате перемеще-

ния органов аварийной защиты под действием силы тяжести. Для 

убыстрения падения может применяться первоначальный толчок 

органов аварийной защиты.  

 В качестве измерителей мощности реактора используются 

детекторы плотности потока нейтронов. Детекторы, являющиеся 
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датчиками электрических сигналов для системы управления и 

защиты, могут помещаться и в отражателе, и за ним, и даже в ак-

тивной зоне. Все зависит от мощности и конструкции реактора.  

 Необходимую массу топлива (делящегося материала в ак-

тивной зоне) набирают из тепловыделяющих элементов, которые 

сокращенно называют твэлами. Чаще всего твэл выполняют в 

виде длинного и тонкого стержня из делящегося материала, за-

ключенного в герметичную металлическую оболочку. Внутри 

этой оболочки делящийся материал обычно имеет вид не сплош-

ного стержня, а набора таблеток. Поскольку оперировать каждым 

твэлом крайне неудобно, твэлы объединяют по нескольку штук в 

отдельные конструктивные элементы, называемые кассетами. 

Количество твэлов в кассете диктуется конструкцией реактора.  

 Работа реактора сопровождается уменьшением количества 

ядер, которые в данном реакторе способны делиться. Этот про-

цесс называется выгоранием топлива. Для увеличения времени, в 

течение которого реактор может работать без обновления топли-

ва (т.е. без перегрузки реактора), масса топлива в активной зоне 

должна превышать критическую массу. Избыток над критиче-

ской массой должен компенсироваться компенсирующими орга-

нами (их вместе с регулятором называют органами управления).  

 Исполнительный элемент регулятора выполняется в виде 

регулирующих стержней (регулирующего стержня). Они всегда 

находятся в пределах активной зоны. Регулирование мощности 

обеспечивается посредством соответствующего перемещения их 

вверх-вниз относительно их штатного положения.  

 Компенсирующие органы, осуществляющие компенсацию 

избытка массы топлива над критическим уровнем, обычно вы-

полняются в виде стержней. Компенсация осуществляется по-

средством изменения поглощения нейтронов. На начальном этапе 

работы реактора избыток топлива наибольший, поэтому компен-
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сирующие органы предельно введены в активную зону. По мере 

выгорания топлива компенсирующие органы выводятся из ак-

тивной зоны. Когда цепная реакция становится возможной лишь 

при полностью выведенных компенсирующих органах, это озна-

чает, что имевшийся избыток топлива исчерпан и что дальнейшая 

работа реактора возможна лишь после его перегрузки.  

 Исследовательские реакторы имеют свои особенности. Так, 

к исследовательскому реактору на быстрых нейтронах может 

предъявляться требование компактности активной зоны. В этом 

случае компенсирующие органы могут представлять собой пере-

мещающиеся части отражателя и компенсировать избыток топ-

лива посредством изменения утечки нейтронов из активной зоны.  

 Отметим некоторые принципиальные особенности ядерного 

реактора, не свойственные генераторам энергии, основанным на 

иных принципах работы.  

 1. Высокая плотность тепловыделения (выделение большого 

количества энергии в сравнительно небольшом объеме топлива).  

 2. Потенциальная опасность увеличения выделяемой энер-

гии до катастрофического уровня за очень короткое время.  

 3. В выключенном реакторе с количеством топлива, доста-

точным для поддержания цепной реакции, всегда сохраняется по-

тенциальная опасность стремительного роста выделяемой энергии.  

 4. Цепная реакция в выключенном реакторе прекращается, 

однако выделение тепла продолжается за счет β - и γ -излучений 

из продуктов деления. Поэтому если реактор остановлен после 

работы на большой мощности, система охлаждения топлива оп-

ределенное время должна находиться в работе, обеспечивая от-

бор тепла от топлива.  

 5. Оборудование реактора работает в условиях высокого ра-

диационного излучения, что приводит к  изменению параметров 

оборудования и к сокращению срока его службы. Работа персо-
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нала по обслуживанию оборудования существенно усложняется, 

а часть оборудования вообще недоступна для обслуживания.  

 

2. ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ УПРАВЛЕНИЯ РЕАКТОРОМ  

 

2.1. Реакция деления  

 При бомбардировке нейтронами ядра делящегося вещества 

делятся, что сопровождается выделением значительной энергии.  

 При каждом акте деления, вызванном одним нейтроном, в 

среднем испускается от двух до трех нейтронов (а вообще – от 0 

до 6 нейтронов). Так, при делении тепловыми нейтронами одного 

ядра плутония Pu239  в среднем рождается 2,87 нейтрона, урана 

U233   2,49, урана U235   2,43. Это мгновенные нейтроны. Они 

образуются практически сразу же после деления (через 1710  с). 

Их энергия в среднем составляет 2 МэВ  

 Ядра изотопов U233 , U235  и Pu239  могут делиться нейтро-

нами любых энергий (в отличие, например, от ядер тория Th232  и 

урана U238 , которые делятся только быстрыми нейтронами).  

 При делении ядра образуются два осколка с различными 

массами. В осколках содержится избыточное количество нейтро-

нов. Такое состояние осколков является неустойчивым. В ста-

бильных ядрах сравнимой массы отношение числа нейтронов к 

числу протонов меньше, чем в осколках ядер. Неустойчивое со-

отношение нейтронов к протонам в ядрах-осколках переходит в 

устойчивое соотношение либо путем превращения избытка ней-

тронов в протоны в результате серии β -распадов, либо путем 

выброса излишка нейтронов. Осколки испускают избыточные 

нейтроны не сразу, а с задержкой. Такие нейтроны называются 

запаздывающими. Осколки деления называют также ядрами-
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излучателями или предшественниками запаздывающих нейтро-

нов. Запаздывающие нейтроны имеют энергию около 0,5 МэВ.  

2.2. Энергия деления  

 Основную часть энергии, которая освобождается при деле-

нии ядер, несут осколки деления (кинетическая энергия оскол-

ков). Существенно меньшую часть энергии несут мгновенные 

нейтроны, появившиеся в результате деления, и β - и γ -

излучение, сопровождающее акт деления.  

2.3. Мощность реактора  

 При делении каждого ядра, например, урана-235, выделяется 

около 190 МэВ тепловой энергии (в джоулях это примерно 

1113 103106,1190    Дж).  

 Мощность реактора в Вт равна  

NP 11103  , 

где N  общее количество делений в реакторе за 1 с. Мощности P 

в 1 Вт соответствует примерно 10103 N  делений в секунду.  

 Итак, мощность пропорциональна числу делений в секунду, 

а число делений пропорционально числу нейтронов в активной 

зоне. Таким образом, выходная мощность реактора пропорцио-

нальна числу нейтронов в активной зоне и, следовательно, плот-

ности нейтронов n, т.е. среднему числу нейтронов в 1 3см :  

nkP n , 

где nk   коэффициент пропорциональности между мощностью и 

плотностью нейтронов.  

2.4. Время жизни нейтронов  

 Временем жизни нейтронов τ  называется среднее время 

между двумя последовательными поколениями нейтронов в реак-

торе. Иначе говоря, это средний промежуток времени от момента 

образования нейтронов в акте деления до того момента, когда 
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они снова вызовут деление или выйдут из реакции. Точнее это 

время следовало бы именовать временем жизни поколения ней-

тронов, но для краткости слово “поколения” обычно опускают.  

 В реакторах, в которых в качестве замедлителя используется 

графит или тяжелая вода, среднее время жизни нейтронов τ  

примерно равно 310  с. Если для замедления быстрых нейтронов 

используется обычная вода, то 410τ  с. В реакторах на быст-

рых нейтронах 87 1010  τ  с.  

2.5. Коэффициент размножения  

 Для характеристики цепной реакции, происходящей в реак-

торе, вводится понятие коэффициента размножения k. Это от-

ношение числа нейтронов данного поколения к числу нейтронов 

предшествующего поколения или, что то же самое, отношение 

плотностей нейтронов двух соседних поколений in  и 1in :  

1


i

i
n
nk .                                         (2.1) 

 При 1k  в единицу времени количество исчезающих ней-

тронов равно количеству рождающихся – плотность нейтронов (и 

мощность реактора) постоянна (рис. 2.1). Такое состояние реак-

тора называют критическим. При 1k  плотность нейтронов (а 

следовательно, и мощность реактора) увеличивается (рис. 2.1). 

Такое состояние реактора называют надкритическим. При 1k  

плотность нейтронов (и мощность реактора) непрерывно умень-

шается, цепная реакция в конечном счете прекращается (рис. 2.1).  

0 t

n0

n

k =1
k >1

k <1

 
Рис. 2.1. Зависимость плотности нейтронов n от времени t при 

различных значениях коэффициента размножения k  
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Такое состояние реактора называют подкритическим.  

 Для реактора бесконечных размеров коэффициент размно-

жения k определялся бы только свойствами и расположением ма-

териалов в активной зоне. В реакторе конечных размеров учиты-

вают утечку нейтронов из активной зоны и используют понятие 

эффективного коэффициента размножения эфk . Далее под обо-

значением k мы будем подразумевать эффективный коэффици-

ент размножения реактора конечных размеров.  

 Используя понятия коэффициента размножения (2.1) и вре-

мени жизни нейтронов, можно записать выражение для скорости 

изменения плотности нейтронов в произвольный момент времени 

t. Эта скорость равна отношению разности плотностей нейтронов 

в соседних поколениях к времени жизни поколения:  

τ
nk

τ
nkn

dt
dn )1( 




 .                              (2.2) 

Разделив в уравнении (2.2) переменные, придем к выражению  

dt
τ

k
n
dn 1

 ,  

проинтегрировав которое, получим t
τ

k
n
nnn 1lnlnln
0

0


  или  

t
τ

k

enn
1

0



 ,                                       (2.3) 

где 0n , n  плотность нейтронов соответственно в начальный 

(нулевой) момент времени и в момент времени t. Как видно из 

формулы (2.3), при 1k  плотность нейтронов и, следовательно, 

мощность реактора изменяется по экспоненте: при 1k  наблю-

дается рост, при 1k   уменьшение (рис. 2.1). Таким образом, 

путем изменения коэффициента размножения можно осуществ-

лять регулирование мощности (рис. 2.2). 

 Отметим, что в приведенных рассуждениях мы исходили из 
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упрощенного предположения, что все нейтроны являются мгно-

венными. Влияние запаздывающих нейтронов на кинетику реак-

тора рассмотрим ниже.  

 

0 t

n0
n

k =1 k <1 k =1
0 t

n0

n

k =1 k >1 k =1

а б  
Рис. 2.2. Изменение плотности нейтронов при переводе реактора 

на более низкий (а) и более высокий (б) уровень мощности  
 

2.6. Избыточный коэффициент размножения  

 Удобно использовать отклонение коэффициента размноже-

ния k от единицы, т.е. от того значения k, при котором мощность 

поддерживается на стабильном уровне:  

1Δ  kk .                                        (2.4) 

 При 0Δ k  это отклонение называют также избыточным 

коэффициентом размножения.  

 С учетом обозначения (2.4) уравнение (2.3) примет вид  

t
τ
k

enn
Δ

0 .                                       (2.5) 

 При 0Δ k  плотность нейтронов n стабильная, при 0Δ k   

n увеличивается, а при 0Δ k  уменьшается.  

2.7. Период реактора  

 В уравнениях (2.3) и (2,5) введем обозначение  

k
τ

k
τTR Δ1




 .                                   (2.6) 

Параметр TR (2.6) называется периодом реактора. Тогда уравне-

ния (2.3) и (2,5) примут вид  

RT
t

enn 0 .                                        (2.7) 
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Из формулы (2.7) следует, что период реактора представляет со-

бой время, в течение которого мощность реактора изменяется в e 

= 2,718 раз. 

 Из уравнения (2.2) следует, что 
1


k

τ
dtdn

n . Отсюда и из 

формулы (2.6) получим выражение периода реактора через плот-

ность нейтронов и ее производную:  

dtdn
nTR  .                                       (2.8) 

При 0RT  (этому случаю, как видно из формулы (2.6), соответ-

ствует 0Δ k ) мощность реактора непрерывно возрастает. При 

0RT  (т.е. при 0Δ k ) мощность реактора падает. Из формулы 

(2.8) видно, что при постоянном уровне мощности (когда 

0dtdn ) период реактора равен бесконечности.  

2.8. Установившийся уровень подкритического реактора  

 До какого уровня упадет мощность реактора при 0Δ k ? 

Считаем, что в реакторе имеется внешний (независимый) источ-

ник нейтронов с интенсивностью внS  (нейтрон/см3/с). Этот ис-

точник увеличивает плотность нейтронов (нейтр./см3) на величи-

ну внS  в течение одной секунды, т.е. увеличивает скорость изме-

нения плотности нейтронов dn/dt дополнительно на величину 

внS . Для этого случая уравнение (2.2) следует видоизменить, до-

бавив в его правую часть дополнительный член внS :  

внSn
τ

k
dt
dn





1 .                                  (2.9) 

 Для установившегося состояния, когда плотность нейтронов 

не меняется, т.е. когда dn/dt = 0, уравнение (2.9) примет вид  

01



внSn

τ
k . 

Отсюда получим  
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1


k
τSn вн .                                           (*) 

 Мы рассматриваем подкритическое состояние реактора, ко-

гда 1k . Учитывая это, запишем формулу (*) для установившей-

ся плотности нейтронов в следующем виде:  

k
τS

k
τSn внвн

Δ1



 .                                  (2.10) 

 Формула (2.10) показывает, что чем больше kΔ , тем мень-

ше установившаяся плотность нейтронов в подкритическом реак-

торе. Таким образом, в установившемся подкритическом состоя-

нии реактор ведет себя как усилитель (“умножитель”) нейтронов, 

генерируемых внешним источником.  

 В формуле (2.10) внS  – плотность нейтронов, создаваемая 

источником за 1 с. Произведение τSвн  есть плотность нейтронов, 

создаваемая источником за время жизни мгновенных нейтронов 

τ . Обозначим ее τSn  и запишем уравнение (2.10) в виде  

kkn
n

τS Δ
1

1
1




 .                                (2.11) 

Коэффициент усиления (умножения)  

kk
У




1
1

Δ
1                                   (2.12) 

для краткости называют умножением.  

 Когда 1k  и, следовательно, 0Δ k , величину  

kk 1Δ                                       (2.13) 

называют подкритичностью реактора.  

 Из формулы (2.10) видно, что зависимость установившейся 

плотности нейтронов от коэффициента размножения графически 

представляет собой гиперболу. Причем n  при 1k . На 

рис. 2.3 эта зависимость показана для диапазона коэффициента 
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размножения от 0,9 до 0,995. Установившаяся плотность нейтро-

нов выражена в относительных единицах.  

 

0

20

0,9
1

n

k
1

0,995  
Рис. 2.3. Установившееся значение плотности нейтронов в под-
критическом реакторе как функция коэффициента размножения  

 

2.9. Период реактора в подкритическом режиме  

 Формула (2.10) соответствует постоянному значению коэф-

фициента размножения k в подкритическом состоянии. Однако 

этой формулой в качестве приближенной можно пользоваться и 

при достаточно медленном изменении коэффициента размноже-

ния. Из формулы (2.10) получим выражение производной  

dt
dk

k
τS

dt
dk

k
τSk

dt
dτS

dt
dn вн

внвн 22
1

)1()1(
1)1(












    

и, подставив его и выражение (2.10) в формулу (2.8), получим  

dtdk
k

dtdn
nTR




1 .                              (2.14) 

 Из формулы (2.14) видно, что при constdtdk  , т.е. при по-

стоянной скорости изменения коэффициента размножения, пери-

од реактора пропорционален подкритичности kk 1Δ . При 

крайне медленном увеличении коэффициента размножения k и 

приближении его к единице период реактора стремится к нулю.  

 Замечание. Еще раз отметим, что приведенные выше со-

отношения получены в предположении, что все нейтроны явля-

ются мгновенными (запаздывающие нейтроны не учитывались).  
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2.10. Запаздывающие нейтроны  

 Из всего количества нейтронов, образовавшихся в результа-

те деления ядер, запаздывающие нейтроны составляют очень ма-

лую часть (доли процента). Долю запаздывающих нейтронов от 

всех образовавшихся нейтронов обозначают буквой β . Подав-

ляющую часть образовавшихся нейтронов составляют мгновен-

ные нейтроны, доля которых равна β1 .  

 Обычно запаздывающие нейтроны представляют в виде iN  

групп. Параметры каждой группы помечают индексом i. Чаще 

всего используют шесть групп ( 6iN ). Как показывает практи-

ка, такого представления вполне достаточно для описания кине-

тики реактора. Каждая i-я группа характеризуется двумя пара-

метрами. Во-первых, это постоянная распада предшественников 

(ядер-излучателей) запаздывающих нейтронов iλ . Обратная ве-

личина ii λT 1  есть время жизни запаздывающих нейтронов 

группы i. За это время количество предшественников запазды-

вающих нейтронов i-й группы уменьшается в e раз. Во-вторых, i-

я группа характеризуется долей iβ , которую эта группа составля-

ет среди суммарной доли всех запаздывающих нейтронов β . 

Полная доля запаздывающих нейтронов выражается суммой  





6

1i
iββ .                                       (2.15) 

Часто используют не полные доли iβ , а относительные доли iμ :  

β
βμ i

i  .                                        (2.16) 

Очевидно, что  





6

1
1

i
iμ .                                       (2.17) 
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Таблица 2.1. Параметры 6 групп запаздывающих нейтронов при 
делении U235  тепловыми нейтронами ( 0065,0β )  

№ 
гр. β

βμ i
i   1с, 

iλ  с,1

i
i λ

T   ii βμβ   с,
i

i
λ
β  

1 0,033 0,0124 80,6 0,000214 0,0173 
2 0,219 0,0305 32,8 0,001424 0,04667 
3 0,196 0,111 9,01 0,001274 0,01148 
4 0,395 0,301 3,32 0,002567 0,00853 
5 0,115 1,13 0,885 0,000748 0,000662 
6 0,042 3,00 0,333 0,000273 0,000091 

1

6

1





μ

μ
i

i  

  

0065,0

6

1



i

i ββ
 

0847,0

6

1



i i

i
λ
β

 

 

Таблица 2.2. Параметры 6 групп запаздывающих нейтронов при 
делении Pu239  быстрыми нейтронами ( 00216,0β )  

№  
гр. β

βμ i
i   1с, 

iλ  с,1

i
i λ

T   ii βμβ   с,
i

i
λ
β

 

1 0,038 0,0129 77,5 0,000082 0,00636 
2 0,28 0,0311 32,2 0,000605 0,01944 
3 0,216 0,134 7,46 0,000467 0,00348 
4 0,328 0,331 3,02 0,000708 0,00214 
5 0,103 1,26 0,794 0,000222 0,000177 
6 0,035 3,21 0,312 0,000076 0,000024 

1

6

1





μ

μ
i

i  

  

00216,0

6

1



i

i ββ
 

0316,0

6

1



i i

i
λ
β

 

 

 В качестве иллюстрации в табл. 2.1 и 2.2 приведены пара-

метры запаздывающих нейтронов для урана-235 и плутония-239.  

 Предшественники запаздывающих нейтронов распадаются 

по экспоненциальному закону.  

iT
t

ii eCtC


 0)( ,                                  (2.18) 

где )0(0  tCC ii   начальное значение плотности предшест-

венников запаздывающих нейтронов i-й группы. Вместо времени 
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жизни iT  можно рассматривать постоянную распада предшест-

венников i-й группы iλ :  

i
i T

λ 1
 .                                         (2.19) 

Тогда  

tλ
ii ieCtC  0)( .                                  (2.20) 

Естественно, для суммарной плотности предшественников всех 

шести групп запаздывающих нейтронов справедливо выражение  

 
 


6

1

6

1
0)()(

i i

tλ
ii ieCtCtC .                        (2.21) 

 Иногда скорость распада предшественников i-й группы за-

паздывающих нейтронов характеризуют не временем жизни iT , а 

периодом полураспада iT 2/1 , т.е. временем, за которое плотность 

предшественников i-й группы уменьшится в два раза. Связь iT  с 

iT 2/1  получим из формулы (2.18), записав ее для iTt 2/1 :  

2)( 002/1
2/1

i
TT

iii CeCTtC ii 
 .  

Отсюда вытекает искомое соотношение:  

2ln
1 2/1 i

i
i

T
λ

T  .                                  (2.22) 

Напомним, что 693,02ln  .  

 Существуют рекомендации использовать в расчетах не 

шесть групп запаздывающих нейтронов, а восемь. Считается, что 

в этом случае точность расчетов несколько увеличивается, а их 

сложность остается практически той же. Иллюстрацией одной из 

таких рекомендаций является табл. 2.3. В ней приведены реко-

мендованные значения iμ  и iT 2/1  (чтобы выполнялось равенство 
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



8

1
1

i
iμ , значение 1μ , помеченное звездочкой, принято равным 

0,0287, а не 0,0288, как в отчете МАГАТЭ). В табл. 2.3 приведены 

также значения iλ , вычисленные по формуле (2.22).  

 

Таблица 2.3. Параметры 8 групп запаздывающих нейтронов при 
делении Pu239  быстрыми нейтронами (данные МАГАТЭ, 1992 г.)  

№ группы ββμ ii   iT 2/1 , с iλ , с1 

1 0,0287* 55,6 0,0125 
2 0,225 24,5 0,0283 
3 0,0951 16,3 0,0425 
4 0,149 5,21 0,133 
5 0,351 2,37 0,293 
6 0,0370 1,04 0,667 
7 0,0974 0,424 1,63 
8 0,0168 0,195 3,55 

 

 Запаздывающие нейтроны, не имеющие существенного зна-

чения при стационарном режиме работы, играют исключитель-

ную роль при нестационарных (переходных) режимах, характе-

ризующихся изменением мощности реактора (т.е. плотности ней-

тронов в активной зоне).  

 Замечание. Ранее отмечалось, что средние энергии мгно-

венных и запаздывающих нейтронов различны (2 и 0,5 МэВ соот-

ветственно). Поэтому различны как вероятности утечки и по-

глощения для мгновенных и запаздывающих нейтронов в процессе 

замедления, так и эффективности мгновенных и запаздывающих 

нейтронов в процессе деления ядер. В связи с этим вводят поня-

тие эффективной  доли запаздывающих нейтронов γββэф  , где 

γ   эффективность запаздывающих нейтронов. Практически 

для всех реакторов 1γ . Что касается энергетических реакто-

ров с большими активными зонами, то для них с хорошим при-
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ближением можно считать 1γ  как для суммарной доли запаз-

дывающих нейтронов, так и для каждой i-й группы. Далее, ис-

пользуя обозначения β  и iβ , будем понимать под ними эффек-

тивные доли запаздывающих нейтронов.  

2.11. Мгновенная критичность  

 Если коэффициент размножения реактора k превысит вели-

чину β1 , то цепная реакция в реакторе будет происходить не-

зависимо от запаздывающих нейтронов. В этом случае коэффи-

циент размножения только на мгновенных нейтронах (без учета 

запаздывающих) уже превысит единицу, и мощность реактора 

будет стремительно возрастать по экспоненте, как показывает 

формула (2.3). Поэтому такое увеличение коэффициента размно-

жения совершенно недопустимо. Состояние реактора, когда его 

коэффициент размножения βk 1 , называется состоянием 

мгновенной критичности (реактор критичен по отношению к 

мгновенным нейтронам).  

2.12. Уравнения кинетики реактора  

 Кинетика реактора описывается уравнениями  








6

1

1)1(

i
внii SCλn

τ
βk

dt
dn ,                    (2.23) 

ii
ii Cλn

τ
βk

dt
dC

 .                               (2.24) 

 С помощью простейших рассуждений поясним, как получе-

ны эти уравнения.  

 Составим уравнения для скорости изменения плотности 

нейтронов dtdn . Эта скорость равна сумме трех составляющих. 

Во-первых, это скорость изменения плотности нейтронов за счет 

образования в 1 см3 мгновенных нейтронов dtdnм . Во-вторых, 

это скорость образования в 1 см3 запаздывающих нейтронов 
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dtdnз . В-третьих, это скорость образования в 1 см3 нейтронов, 

генерируемых внешним источником нейтронов с интенсивно-

стью (скоростью генерации) внS . Таким образом,  

вн
зм S

dt
dn

dt
dn

dt
dn

 .                             (2.25) 

 Рассмотрим первую составляющую. Запишем выражение 

для скорости образования нейтронов за счет размножения мгно-

венных нейтронов. В рассматриваемом поколении в 1 см3 всего 

содержится n нейтронов, из них )1( βn   мгновенных. В следую-

щем поколении (оно образуется спустя время жизни мгновенных 

нейтронов τ ) мгновенные нейтроны размножатся в k раз и их 

станет )1( βkn  . Таким образом, скорость образования нейтронов 

благодаря размножению мгновенных нейтронов будет равна  

n
τ
βk

τ
nβkn

dt
dnм 1)1()1( 




 .                  (2.26) 

 Рассмотрим вторую составляющую в сумме (2.25). Скорость 

образования запаздывающих нейтронов i-й группы равна по мо-

дулю скорости распада соответствующих предшественников и 

противоположна по знаку. Действительно, количество предше-

ственников уменьшается за счет испускания ими запаздывающих 

нейтронов, а количество образовавшихся вследствие этого запаз-

дывающих нейтронов увеличивается. Поэтому, взяв уравнение 

(2.20) с обратным знаком и продифференцировав его, получим 

скорость образования запаздывающих нейтронов i-й группы:  

ii
tλ

ii
iзi CλeCλ

dt
dC

dt
dn i  

0 .                    (2.27) 

Скорость образования запаздывающих нейтронов всех шести 

групп будет равна сумме  





6

1

6

1 i
ii

i

зiз Cλ
dt

dn
dt

dn .                            (2.28) 
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 Подставляя соотношения (2.26) и (2.28) в уравнение (2.25), 

получим уравнение (2.23);  








6

1

1)1(

i
внii SCλn

τ
βk

dt
dn .                    (2.23) 

Это первое уравнение из семи уравнений кинетикиу реактора.  

 Теперь запишем уравнение для скорости изменения предше-
ственников запаздывающих нейтронов i-й группы в 1 см3 dtdCi . 
Она равна алгебраической сумме скорости производства предше-
ственников запаздывающих нейтронов )( dtdCi  (положитель-

ная величина) и скорости их распада )( dtdCi  (отрицательная 
величина):  

















dt
dC

dt
dC

dt
dC iii .                             (+) 

 Сначала о скорости производства предшественников. Итак, 

содержащиеся в 1 см3 топлива n нейтронов данного поколения 

спустя время τ  вступят в реакцию деления ядер, что приведет в 

конечном итоге к образованию kn нейтронов. Но не все эти kn 

нейтронов появятся сразу. Сразу появятся nβk )1(   мгновенных 

нейтронов и nβk  предшественников запаздывающих нейтронов. 

Запаздывающие нейтроны в том же количестве nβk  какое-то 

время будут находиться в предшественниках и выйдут из них 

только спустя это время. Суммарно эти предшественники состоят 

из шести групп: 



6

1i
inβknβk . Таким образом, скорость произ-

водства предшественников i-й группы в 1 см3 равна  

τ
nβk

dt
dC ii 









.                                      (+) 

Скорость распада предшественников i-й группы в 1 см3 получим 

из уравнения (2.20) путем его дифференцирования:  
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ii
tλ

ii
i CλeCλ

dt
dC i 






 



0 .                           () 

Подставляя выражения (+) и () в уравнение (+), получим урав-

нение (2.24) для скорости изменения плотности предшественни-

ков запаздывающих нейтронов i-й группы:  

ii
ii Cλn

τ
βk

dt
dC

 .                               (2.24) 

 Уравнение (2.23) и шесть уравнений вида (2.24) описывают 

кинетику реактора. Уравнения кинетики (2.23) и (2.24) не содер-

жат каких-либо членов, зависящих от пространственных коорди-

нат. Они получены из предположения, что условия деления оди-

наковы в любом месте реактора (это справедливо для реактора 

бесконечных размеров). Поэтому уравнения (2.23) и (2.24) назы-

вают уравнениями одноточечной модели кинетики реактора или, 

иначе, одноточечными уравнениями кинетики. На практике од-

ноточечная модель реактора используется очень широко, по-

скольку эта модель достаточно хорошо описывает изменение 

плотности нейтронов во времени. Еще раз отметим, что плот-

ность нейтронов и мощность реактора пропорциональны.  

2.13. Об определении критической массы реактора  

 Количество кассет, соответствующее критической массе ре-

актора, оценивается расчетным путем на этапе проектирования 

реактора. Это количество рассматривается как теоретическая 

оценка. Реальное количество кассет определяется при физиче-

ском пуске реактора, при котором активная зона поэтапно запол-

няется кассетами до достижения реактором критической массы. 

Такое поэтапное заполнение активной зоны называется загрузкой 

топлива. Таким образом, в процессе загрузки осуществляется по-

этапное увеличение коэффициента размножения от нуля до еди-

ницы. Принцип загрузки поясним исходя из уравнений кинетики.  
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 Просуммировав уравнения (2.24) для всех шести групп, по-

лучим уравнение  





6

1

6

1 i
ii

i

i Cλn
τ
βk

dt
dC .  

Объединив его с первым уравнением кинетики (2.23), получим 

следующее уравнение  

вн
i

i S
dt

dCn
τ

k
dt
dn




 


6

1

1 .                    (2.29) 

При любом фиксированном значении 1k  в реакторе с течением 

времени установится равновесное состояние, т.е. состояния с ну-

левыми значениями производных: 0
dt
dn  и 0

dt
dCi . Для такого 

состояния уравнение (2.29) упростится и примет вид  

внSn
τ

k





10 . 

Запишем это уравнение в следующем виде  

n
τSk вн

11  . 

 Из этого уравнения следует важная закономерность: если 

1k , то 0/1 n . Эта закономерность позволяет оценивать ко-

личество кассет, соответствующее критическому состоянию ре-

актора, в процессе загрузки активной зоны.  

 После каждого этапа загрузки активной зоны очередной 

порцией кассет определяют плотность нейтронов n и строят кри-

вую зависимости 1/n от количества загруженных кассет N. Ли-

нейно экстраполируя кривую 1/n к нулю по двум последним эта-

пам загрузки, оценивают то количество кассет, которое соответ-

ствует критическому состоянию реактора.  

 Замечание. На самом деле после каждого этапа загрузки 

активной зоны замеряют не плотность нейтронов n, а связан-

ную с ней скорость счета, т.е. число нейтронов, зарегистриро-
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ванных датчиком нейтронов за одну секунду. Вычисляют обрат-

ную ей величину (обратный счет) и строят кривую “количество 

загруженных кассет – обратный счет”. Метод определения ко-

личества кассет, соответствующих критическому состоянию 

реактора, от этого не меняется. На рис. 2.4, поясняющем этот 

метод, под обозначением 1/n понимается обратный счет.  

 Каждому этапу (шагу) загрузки соответствует свое экстра-

полированное значение кассет. На рис. 2.4 отмечены два экстра-

полированных критических значения кассет 0
1mN  и 0

mN , соот-

ветствующих двум соседним этапам загрузки (индексами 1m  и 

m помечены порядковые номера этапов). При глубокой подкри-

тичности ( 9,0k ) разброс экстраполированных критических 

значений кассет получается довольно большим. По мере увели-

чения коэффициента размножения точность экстраполяции по-

вышается.  

 

0 Nm1
Nm

Nm1
Nm

N

1/n

0

0

ΔNm1

ΔNm1/4

1/nm1
1/nm

 
Рис. 2.4. Зависимость обратного счета 1/n от количества загру-

женных кассет N. Кривая в виде сплошной линии соответствует 
проведенным этапам загрузки, две пунктирные прямые – экстра-
поляция кривой 1/n по двум последним соседним этапам загрузки  

 

 После каждого этапа загрузки вычисляют разность между 

экстраполированным критическим количеством кассет и реально 

загруженным количеством. Из соображений ядерной безопасно-

сти количество кассет для следующего этапа загрузки принимают 
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равным 4/1  от этой вычисленной разности. На рис. 2.4 помечена 

разность между экстраполированным критическим и загружен-

ным количеством кассет 1
0

11Δ   mmm NNN , вычисленная по-

сле ( 1m )-го этапа загрузки, а также количество кассет 

4Δ 1mN , загруженное во время следующего (m-го) этапа.  

 Загрузку реактора начинают с заполнения кассетами центра 

активной зоны. Затем продвигаются к периферии, последова-

тельно окружая по периметру уже набранную часть активной зо-

ны новыми кассетами.  

 При загрузке стержни и аварийной защиты, и органов регу-

лирования располагают так, чтобы перемещение этих стержней 

при аварийном сигнале (от автоматики или от оператора) обеспе-

чивало перевод реактора в надежное подкритическое состояние.  

2.14. Одна эквивалентная группа запаздывающих нейтронов  

 Нередко для упрощенных (оценочных) расчетов шесть 

групп запаздывающих нейтронов заменяют одной эквивалентной. 

Параметры эквивалентной группы обычно определяют из усло-

вия эквивалентности установившихся состояний.  

 Изменение плотности предшественников запаздывающих 

нейтронов i-й группы описывается уравнением (2.24):  

ii
ii Cλn

τ
βk

dt
dC

 .                               (2.24) 

Поскольку в установившемся состоянии 0dtdCi , из уравне-

ния (2.24) получим плотность предшественников i-й группы:  

i

i
i λ

βn
τ
ktC  )( . 

Плотность предшественников всех шести групп равна сумме  

 
 


6

1

6

1
)(

i i i

i
i λ

βn
τ
ktC .                           (2.30) 

 При переходе от шести групп запаздывающих нейтронов к 
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одной эквивалентной с параметрами эβ  и эλ  шесть уравнений 

(2.24) заменяются одним аналогичным уравнением:  

ээ
ээ Cλn

τ
βk

dt
dC

 .                              (2.31) 

Отсюда для установившегося состояния ( 0dtdCэ ) получим  

э

э
э λ

βn
τ
ktC  )( .                              (2.32) 

 Сначала определимся с долей запаздывающих нейтронов 

для эквивалентной группы эβ . Примем ее равной суммарной до-

ле всех шести исходных групп:  





6

1i
iэ βββ .                                   (2.33) 

После этого определим постоянную распада предшественников 

запаздывающих нейтронов эквивалентной группы эλ . Потребуем, 

чтобы установившееся состояние плотности предшественников 

не изменилось при замене шести групп одной эквивалентной:  





6

1
)()(

i
iэ tCtC . 

Из этого равенства с учетом выражений (2.30) и (2.32) получим  

  6
1 // i iiээ λβλβ , 

откуда с учетом соотношения (2.33) определим постоянную рас-

пада предшественников эквивалентной группы:  




 6

1

6

1

1
/

1

i i

i

i i

i
э

λ
μ

λ
ββ

λ ,                            (2.34) 

где ββμ ii / . В качестве примера приведем значения эλ , соот-

ветствующие параметрам запаздывающих нейтронов, приведен-

ным в табл. 2.1 и 2.2. Для урана-235 при делении его тепловыми 

нейтронами получим 1с077,0 эλ . Для плутония-239, деляще-
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гося быстрыми нейтронами, 1с068,0 эλ .  

2.15. Реактивность. Уравнение обратных часов  

 Вернемся к уравнениям кинетики (2.23) и (2.24). Рассмотрим 

случай, когда до момента времени 0t  коэффициент размноже-

ния равен единице ( 1k ), затем в момент 0t  изменяется скач-

ком на величину kΔ  и далее (при 0t ) поддерживается на этом 

уровне kk Δ1 . Считаем, что мощность реактора не настолько 

мала, чтобы влияние внешнего источника было заметно. Итак, 

поскольку 
i

iiвн CλS , внешним источником нейтронов в 

уравнении (2.23) пренебрегаем, считая 0внS .  

 Будем искать решение уравнений (2.23) и (2.24) в виде  

stAen  ,                                       (2.35) 

st
ii eCC 0 ,                                     (2.36) 

где A  некоторая постоянная величина, )0(0  tCC ii   началь-

ное значение плотности предшественников запаздывающих ней-

тронов i-й группы, s  некий параметр. Запишем производные от 

этих выражений:  

snsAe
dt
dn st  ,                                  (2.37) 

i
st

i
i sCesC

dt
dC

 0 .                              (2.38) 

Подставив выражения (2.35)–(2.38) в уравнение (2.23) (при этом 

учтем, что kk Δ1 ) и в уравнение (2.24), получим  








6

1

Δ

i
iiCλn

τ
βkksn ,                           (2.39) 

ii
i

i Cλn
τ
βksC  .                                (2.40) 

Выразим iC  из уравнения (2.40): 
)( i

i
i λsτ

nβkC


 . Подставив это 
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выражение в уравнение (2.39), получим  


 





6

1 )(
Δ

i i

i
i λsτ

nβkλn
τ

βkksn   или  
 


6

1
Δ

i i

i
i λs

βkλβkkτs . 

Из последнего уравнения получим выражение  


 


6

1

Δ

i i

ii
λs

βλβ
k
τs

k
k , 

которое (учитывая, что 



6

1i
iββ ) перепишем в следующем виде:  


 





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βλ

k
τs

k
k .              (2.41) 

Величина в левой части уравнения (2.41) называется реактивно-

стью, обозначим ее ρ :  

k
k

k
kρ 1Δ 
 .                                   (2.42) 

С учетом этого запишем уравнение (2.41) в виде  


 


6

1i i

i
λs

βs
k
τsρ .                                (2.43) 

 Из соотношения (2.42) выразим коэффициент размножения 

через реактивность:  

ρ
k




1
1 .                                       (2.44) 

Подставив выражение (2.44) в формулу (2.43), получим  


 


6

1
)1(

i i

i
λs

βsρτsρ . 

Это уравнение после элементарных преобразований примет вид  


 





6

11
1

1 i i

i
λs

βs
sτsτ

sτρ .                          (2.45) 

Уравнение (2.45) называется уравнением обратных часов. Оно 

является алгебраическим уравнением седьмой степени относи-

тельно параметра s. Каждому фиксированному значению реак-
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тивности ρ  соответствует набор семи корней 610 ,...,, sss , т.е. 

набор семи значений параметра s, при которых удовлетворяется 

уравнение (2.45). Это значит, что плотность нейтронов описыва-

ется суммой семи слагаемых вида (2.35):  





6

1
0 0)(

i

ts
i

ts ieAeAtn .                           (2.46) 

Из этой формулы видно, что начальное значение плотности ней-

тронов (когда 0t ) равно  





6

1
00

i
iAAn .                                  (2.47) 

Величины 610 ,...,, AAA  представляют собой начальные значения 

соответствующих слагаемых в формуле (2.46).  

Задаваясь в формуле (2.45) значениями s легко построить 

график зависимости ρ  от s (рис. 2.5).  

 

1

0 s

ρ

ρ > 0

ρ < 0

λ6 λ5 λ4 λ3 λ2 λ1τ

s0

s1s2s4s5s6 s3

s0s1s2s3s4s5s6

 
Рис. 2.5. Качественный вид зависимости ρ  от параметра s 

 

 При некоторых значениях s наблюдается разрыв ρ  (мгно-

венное изменение от   до  ). Некоторые значения ρ  на рис. 
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2.5 не соответствуют физическим соображениям. Это очевидно 

из самого определения ρ  согласно формуле (2.42). Действитель-

но, kkρ /)1(   и никак не может быть больше единицы: при 

 ρk 0 , при 01  ρk , при 1 ρk . Однако рас-

смотрение более широкого диапазона придает кривым на рис. 2.5 

большую наглядность.  

2.16. Положительная реактивность  

 Из рис. 2.5 видно, что при 0ρ  уравнение (2.45) имеет 

шесть отрицательных корней ( 0,...,0,0 621  sss ) и один по-

ложительный ( 00 s ). Это значит, что с течением времени шесть 

слагаемых в уравнении (2.46) будут затухать (стремиться к ну-

лю), а одно слагаемое, соответствующее положительному корню, 

будет непрерывно возрастать. Таким образом, плотность нейтро-

нов будет непрерывно возрастать.  

 Отметим, что кривые на рис. 2.5 имеют асимптоты в виде 

вертикальных прямых, которым соответствуют уравнения  

τ
sλsλs 1,...,, 61  . 

 Рис. 2.5 наглядно показывает, что модуль каждого из отри-

цательных корней is  имеет тот же порядок, что и соответст-

вующая постоянная распада предшественников запаздывающих 

нейтронов iλ . По истечении некоторого промежутка времени *t  

(порядка 11 λ ) можно пренебречь суммой 


6

1i

ts
i ieA  в формуле 

(2.46). Напомним, что 1λ  это наименьшая постоянная распада, 

соответствующая первой группе запаздывающих нейтронов с 

наибольшим временем жизни 11 1 λT  . Итак, по прошествии не-

которого времени *t  изменение плотности нейтронов определя-

ется лишь положительным корнем 0s  и происходит по закону  
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tseAtn 00)(  .                                    (2.48) 

Обозначив  

RT
s 1
0  ,                                        (2.49) 

перепишем формулу (2.48) в виде  

RT
t

eAtn 0)(  .                                    (2.50) 

В уравнениях (2.49) и (2.50) RT  представляет собой период реак-

тора, который, как говорилось ранее, есть время, в течение кото-

рого плотность нейтронов увеличивается в e раз.  

 На рис. 2.6.а показан качественный вид изменения плотно-

сти нейтронов в линейном масштабе при положительном скачке 

реактивности. По прошествии некоторого времени *t  рост плот-

ности нейтронов определяется лишь одной экспонентой. Этот 

рост в логарифмическом масштабе для моментов времени *tt   

представляет собой прямую линию (рис. 2.6.б).  

 

0

n

t
t*

n0

A0

Aiexp(sit)Σ

A0exp(s0t)

а б

0 tt*

ln(A0/n0)

ln(n/n0)
n(t)

i =1

6

 
Рис. 2.6. Рост мощности реактора в линейном (а) и в логарифми-
ческом (б) масштабе при положительном скачке реактивности  

 

 Итак, по прошествии некоторого времени *t  влияние шести 

отрицательных корней уже не проявляется и достаточно учиты-

вать влияние лишь положительного корня. В связи с этим для 

*tt   уравнение обратных часов (2.45) можно записать в виде  
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
 





6

111
1

1 i Ri

i

RR

R
Tλ
βββ

TτTτ
Tτρ .                  (2.51) 

 В штатных режимах работы реактора период реактора RT  

составляет десятки секунд и более, т.е. на много порядков больше 

времени жизни мгновенных нейтронов τ . В связи с этим уравне-

ние (2.51) можно заметно упростить:  


 


6

11i Ri

i
Tλ

μ
β
ρ ,                                  (2.52) 

где ββμ ii    относительная доля i-й группы запаздывающих 

нейтронов. Из уравнения (2.52) следует важный вывод. Если 

скачком ввести положительную реактивность ρ  и замерить уста-

новившийся период реактора RT  (по прошествии времени, когда 

быстрые составляющие переходного процесса )(tn  затухнут), то 

по формуле (2.52) можно вычислить величину введенной реак-

тивности в долях β . Этот метод широко используется в экспери-

ментах по определению эффективности штатных органов управ-

ления реактором.  

0 60 120 180 240
0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

ρ/
β

TR
 

Рис. 2.7. Скачок реактивности ρ  (доли β ) и соответствующий 
ему установившийся период реактора RT  (с)  

 

 На рис 2.7 приведен вычисленный по формуле (2.52) график, 

связывающий установившийся период реактора RT  (в диапазоне 

от 10 до 240 с) с уровнем скачка реактивности ρ  (в долях β ), 
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обусловившим этот период реактора. Рис. 2.7 относится к реакто-

ру на тепловых нейтронах, работающему на уране-235. Парамет-

ры запаздывающих нейтронов iμ  и iλ  взяты из табл. 2.1.  

2.17. Сравнение периода реактора при учете запаздывающих 

нейтронов и без учета  

 Формула (2.52) дает дополнительный повод проиллюстри-

ровать исключительную роль запаздывающих нейтронов в про-

цессе управления реактором.  

 Если вместо шести групп запаздывающих нейтронов рас-

сматривать одну эквивалентную (что вполне уместно при оце-

ночных расчетах), то формула (2.52) упростится и примет вид  

RэTλβ
ρ




1
1 . 

Из этой формулы определим период реактора:  

э
R ρλ

ρβT 
 .                                     (2.53) 

Напомним, что ранее была получена формула (2.6) для вычисле-

ния периода реактора без учета запаздывающих нейтронов:  

k
τTR Δ

 .                                         (2.6) 

 Из формулы (2.42) следует, что в окрестности 1k   

kkkρ Δ/Δ  . Учитывая это, из формул (2.53) и (2.6) получаем, 

что период реактора при учете запаздывающих нейтронов больше 

(чем без их учета) в )()( τλρβ э  раз, т.е. в десятки раз и более.  

2.18. Отрицательная реактивность  

 При 0ρ  все семь корней уравнения (2.45) оказываются, 

как видно из рис. 2.5, отрицательными. Вследствие этого плот-

ность нейтронов (2.46) будет непрерывно уменьшаться. Рис. 2.5 

наглядно показывает, что если реактивность отрицательная и 

большая по модулю, то по прошествии некоторого времени мож-
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но пренебречь в уравнении (2.46) членами, соответствующими 

корням 61 ,..., ss , и упростить для этого случая уравнение (2.46):  

10 00)( T
t

ts eAeAtn


 ,                            (2.54) 

где 101 11 λsT  .  

 В формуле (2.54) показатель экспоненты в виде дроби 1Tt  

является отрицательным. Величину 1T  в знаменателе физики на-

зывают отрицательным периодом реактора (в теории автомати-

ческого управления эту величину принято называть постоянной 

времени). Числителем этой дроби является время t.  

 Из формулы (2.54) следует, что спад плотности нейтронов в 

конце концов будет происходить с постоянной времени 1T . По-

стоянная времени 1T  примерно равна времени жизни первой 

группы запаздывающих нейтронов 11 λ  (т.е. группы с наиболь-

шим временем жизни).  

 Если скачок реактивности отрицательный и по модулю не-

большой ( βρ 3,0 ), то, как и в предыдущем случае, слагаемые с 

меньшими постоянными времени в формуле (2.46) станут доста-

точно малыми по прошествии некоторого времени. С этого мо-

мента времени вкладом этих слагаемых можно пренебречь и счи-

тать, что плотность нейтронов падает по экспоненте:  

00 00)( Ttts eAeAtn  .                           (2.55) 

Однако (в отличие от предыдущего случая) постоянная времени 

этой экспоненты 00 1 sT   зависит от величины отрицательной 

реактивности. На рис. 2.8 показан качественный вид спада плот-

ности нейтронов при отрицательном скачке реактивности. По ис-

течении некоторого времени *t  этот спад в логарифмическом 

масштабе отображается на графике в виде прямой линии.  
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0 tt*

ln(n/n0)

 
Рис. 2.8. Спад мощности реактора в логарифмическом масштабе 

при отрицательном скачке реактивности  
 

2.19. Уравнения кинетики, выраженные через реактивность  

 Вернемся к уравнениям кинетики (2.23) и (2.24):  








6

1

1)1(

i
внii SCλn

τ
βk

dt
dn ,                    (2.23) 

ii
ii Cλn

τ
βk

dt
dC

 .                               (2.24) 

 Перейдем в них от эффективного коэффициента размноже-

ния k к реактивности kkρ /)1(  . Предварительно введем новое 

понятие – эффективное время жизни мгновенных нейтронов τ :  

k
ττ  .                                          (2.56) 

 Штатные режимы работы реактора характеризуются малым 

отклонением коэффициента размножения k от единицы. Поэтому 

в этих режимах τ  мало отличается от τ .  

 Использование соотношения (2.56) позволяет выразить 

уравнения кинетики через реактивность в следующем виде:  








6

1i
внii SCλn

τ
βρ

dt
dn ,                        (2.57) 

ii
ii Cλn

τ
β

dt
dC

 .                                (2.58) 

Отметим, что при сколько-нибудь заметной мощности 


i

iiвн CλS , в результате чего в формуле (2.57) интенсивно-
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стью внешнего источника внS  можно пренебречь.  

 Теперь временно прервем рассмотрение вопросов, относя-

щихся непосредственно к реактору, и вернемся к ним после из-

ложения некоторых элементов теории автоматического управле-

ния. Дело в том, что именно в теории управления разработаны 

универсальные методы исследования динамики систем вне зави-

симости от их физической природы.  

 

3. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО  

УПРАВЛЕНИЯ  

 

В теории автоматического управления рассматриваются не 

реальные системы, а их математические модели. Поэтому разра-

ботанные в ней методы применимы к исследованию динамики 

систем различной физической природы, в том числе, и реакторов.  

3.1. Системы автоматического управления  

 Система автоматического управления это совокупность объ-

екта управления (реактора) и управляющего устройства (регуля-

тора), обеспечивающего желаемое состояние объекта. На рис. 3.1 

показана блок-схема системы с указанием объекта управления О, 

регулятора Р и их связей между собой и с окружающей средой.  

 Переменная величина, характеризующая текущее состояние 

любого элемента системы, называется выходной величиной (вы-

ходным сигналом) этого элемента и обозначается стрелкой, на-

правленной от него. Выходная величина (обозначается стрелкой, 

направленной к элементу) является реакцией элемента на вход-

ную величину (входной сигнал), т.е. на воздействие, оказываемое 

на элемент. В общем случае элемент характеризуется нескольки-

ми входными и выходными величинами. Так, объект на рис. 3.1 

имеет одну выходную величину y и две входных: u –управляющее 
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воздействие (преднамеренное воздействие регулятора на объект), 

f – возмущающее воздействие или помеха (непреднамеренное 

(нежелательное) воздействие на объект извне).  

 

x
u

f
yu

x
y

y
f

а б

Р РО О

 
Рис.3.1. Блок-схемы разомкнутой (а) и замкнутой (б) систем  

 

 Информация о желаемом значении выходной величины y 

заводится в регулятор в виде задающего воздействия x. Если ре-

гулятор не получает информации о реальном состоянии объекта y 

(рис. 3.1.а), то система называется разомкнутой. Из-за наличия 

возмущения f выходная величина y в разомкнутой системе может 

существенно отличаться от желаемого значения. Поэтому прак-

тический интерес представляют только замкнутые системы. В 

них выходной сигнал y подается на вход регулятора (рис. 3.1.б), в 

котором осуществляется обработка входных величин, в результа-

те чего на его выходе появляется управляющее воздействие u.  

 Наиболее распространенными являются замкнутые системы, 

в которых задающее воздействие x представляет собой желаемое 

значение выходной величины y, а разность этих величин yxε   

(ошибка регулирования) используется для формирования управ-

ляющего воздействия (рис. 3.2). Такое управление называется 

управлением по отклонению. На рис. 3.2 кружками обозначены 

сумматоры, на выходах которых формируются алгебраические 

суммы подходящих к ним входных сигналов. Зачерченный сектор 

в первом сумматоре означает, что подходящий к нему сигнал y 

изменяет в сумматоре свой знак, Так что на выходе сумматора 

формируется ошибка регулирования yxε  , на которую реаги-
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рует регулятор. Во втором сумматоре к управляющему сигналу u 

примешивается помеха f, так что объект реагирует на сигнал u + f.  

 

x
Р О

yfε = xy u u+f

y  
Рис. 3.2. Блок-схема системы с управлением по отклонению  

 

 Если процессы в системе достаточно точно могут быть опи-

саны линейными уравнениями, то такая система называется ли-

нейной, в противном случае нелинейной. В системах входные воз-

действия могут быть как регулярными, т.е. вполне определенны-

ми функциями времени, так и случайными. В реальных системах 

в той или иной мере присутствуют воздействия обоих видов.  

 В системах автоматического управления информация может 

передаваться в виде непрерывных величин и дискретных (как по 

времени, так и по уровню). В первом случае система называется 

непрерывной, во втором – дискретной. При наличии дискретно-

сти только по времени система называется импульсной. Ниже 

приведены избранные элементы теории линейных непрерывных 

систем и очень коротко импульсных систем управления.  

3.2. Дифференциальные уравнения систем управления  

3.2.1. Общие соображения  

В общем случае связи между входными и выходными сиг-

налами как элементов (звеньев), входящих в систему, так и сис-

темы в целом математически выражаются дифференциальными 

уравнениями, отражающими их динамические свойства (зависи-

мость во времени выходных и входных сигналов). При приравни-

вании всех производные к нулю дифференциальные уравнения 

превращаются в алгебраические, отражающие соотношение 

входных и выходных сигналов в установившемся режиме (когда 
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сигналы уже не изменяются во времени).  

3.2.2. Принцип наложения  

Для систем, описываемых линейными дифференциальными 

уравнениями, справедлив принцип наложения (суперпозиции). Он 

позволяет вычислить выходной сигнал y по частям, когда на сис-

тему действует нескольких входных сигналов: 1x , 2x , 3x  и т.д. 

Сначала вычисляют частичный выходной сигнал y1 только от 

входного сигнала 1x , полагая 02 x , 03 x  и т.д. Затем вычис-

ляют выходной сигнал 2y  от входного сигнала 2x , полагая 

01 x , 03 x  и т.д. И так далее. Выходной сигнал y находят как 

сумму частичных выходных сигналов ...21  yyy  .  

3.2.3. Линеаризация нелинейности. Безразмерные переменные  

Суть линеаризации поясним на простом примере.  

 
V
V0

0 UU0

α0

 
Рис. 3.3. Нелинейная зависимость сигнала V от сигнала U  

 

 Пусть в некотором элементе выходной и сигнал V зависит от 

входного U нелинейно (рис. 3.3). Предположим, что система 

управления проектируется так, чтобы V и U существенно не от-

клонялась от некоторых своих постоянных (базовых) значений 

0V  и 0U  (рис. 3.3). В этом случае нелинейную функцию )(UV  

можно заменить в окрестности 00,VU  линейной функцией, раз-

ложив )(UV  в ряд Тейлора и отбросив высшие производные:  

)()()( 000
,, 0000 UUCVUUdUdVVV VUVU  , (3.1) 

где 0
, 00 VV VU  , 0

, tg)( 00 αCdUdV VU    коэффициент пере-
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дачи равный тангенсу угла наклона касательной к кривой )(UV  в 

точке 00,VU  (пунктир на рис. 3.3). Из уравнения (3.1) получим 

линейное уравнение в отклонениях переменных от их базовых 

значений 0Δ VVV   и 0Δ UUU  :  

UCV ΔΔ  .                                       (3.2) 

В общем случае UΔ  и VΔ  имеют размерность. Удобно пользо-

ваться безразмерными переменными. Так, переписав уравнение 

(3.2) в виде 0000 Δ)(Δ UUVUCVV  , получим уравнение для 

безразмерных переменных 0ΔΔ VVv   и 0ΔΔ UUu  :  

ucv ΔΔ  ,                                        (3.3) 

где 00 VUCc   – коэффициент передачи для этого случая.  

 При линеаризации нелинейности полные переменные заме-

няются их отклонениями от базовых значений. Такую же замену 

следует сделать и в уравнениях линейных элементов. Пусть эле-

мент описывается линейным дифференциальным уравнением  

KVZdtdZT  ,                                 (3.3) 

где T и K –константы, а V и Z –входной и выходной сигналы. 

Уравнение (3.3) для базовых значений переменных примет вид  

000 KVZdtdZT  ,                              (3.4) 

Из уравнений (3.3) и (3.4) получим уравнение в отклонениях  

VKZdtZdT ΔΔΔ  ,                             (3.5) 

где 0Δ ZZZ   и 0Δ VVV   – отклонения. Записав уравнение 

(3.5) в виде  )Δ()Δ()Δ( 0000
00

VVKVZZZ
dt

ZZdZT  . перей-

дем к уравнению с относительными (безразмерными) перемен-

ными 0ΔΔ ZZz   и 0ΔΔ VVv  :  

vkz
dt

zdT ΔΔΔ
 ,                                  (3.6) 



 45

где  00 ZKVk   – коэффициент передачи (коэффициент усиле-

ния) для безразмерных переменных.  

3.2.4. Дифференциальное уравнение n-го порядка  

 В общем случае входной (x) и выходной (y) сигналы систе-

мы связаны дифференциальным уравнением n-го порядка  

....

...

11

1
10

11

1
10

xb
dt
dxb

dt
xdb

dt
xdb

ya
dt
dya

dt
yda

dt
yda

mmm

m

m

m

nnn

n

n

n













               (3.7) 

Здесь 0a ,…, na , 0b ,…, mb  – постоянные величины. 

 В уравнении (3.7) учтено лишь одно воздействие x. Но это 

не является ограничением общности, так как по принципу нало-

жения при нескольких входных воздействиях 1x , 2x ,… реакция 

системы y равна сумме частичных реакций 1xy , 2xy ,… на каждое 

из этих воздействий порознь. Каждая частичная реакция системы 

на один лишь входной сигнал описывается уравнением типа (3.7).  

 Более того, используя принцип наложения, само уравнение 

(3.7) можно решить по частям, записав его так:  

01212

2
20 ...... ffffya

dt
dya

dt
yda

dt
yda mnnnn

n
  .(3.8) 

В уравнении (3.8) введены обозначения  

m

m
mmmm

dt
xdbf

dt
xdbf

dt
dxbfxbf 02

2
22110 ,...,,,     (3.9) 

Функции 0f , …, mf  можно рассматривать как входные сигналы.  

 Искомый выходной сигнал y в силу принципа наложения 

можно представить в виде суммы частичных выходных сигналов  

myyyy  ...10 .                              (3.10) 

Каждый частичный выходной сигнал обусловлен лишь одним 

входным сигналом, когда все прочие считаются равными нулю.  
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 Сначала из уравнения (3.8) находится частичный выходной 

сигнал 0y , обусловленный лишь одним входным сигналом 0f . 

Зная 0y , нетрудно вычислить 1y . Действительно, из выражения 

(3.9) следует, что входные сигналы 1f  и 0f  связаны соотношени-

ем ))(( 011 dtdfbbf mm . Следовательно, точно так же связаны 

между собой и выходные частичные сигналы 1y  и 0y . Далее из 

выражения (3.9) находится зависимость 2f  от 1f : 

))(( 1122 dtdfbbf mm  . Тем самым находится зависимость y2 

от y1. И так далее. Итак, зная 0y , нетрудно вычислить 1y ,…, my :  

dt
dy

b
by

dt
dy

b
by

dt
dy

b
by m

m
m

m

m

m 1

1

01

1

2
2

01
1 ,...,, 



  .     (3.11) 

3.2.5. О порядках производных в левой и правой части диффе-

ренциального уравнения  

 Для физически реализуемой системы в уравнении (3.7) по-

рядок высшей производной в левой части уравнения всегда 

больше или равен порядку высшей производной в правой части:  

mn  .                                         (3.12) 

 Убедимся в этом на простейшем примере. Пусть условие 

(3.14) не выполняется: 0n , 1m . Уравнение (3.9) примет вид  

     txbdttdxbtya 100  . Пусть входной сигнал x(t) изменился 

скачком (подробнее о скачке ниже). В момент подачи такого сиг-

нала dttdx )(  обращается в бесконечность. Чтобы при этом наше 

уравнение выполнялось, выходной сигнал )(ty  в этот момент 

также должен стать равным бесконечности. Но никакой выход-

ной сигнал в реальной системе не может быть бесконечно боль-

шим. Таким образом, условие (3.12) нарушаться не должно.  

3.3. Временные характеристики  

 Чтобы сравнить динамические свойства систем (или элемен-

тов), их подвергают одинаковым типовым входным воздействиям, 
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причем до момента воздействия системы находятся в в состоянии 

покоя, т.е. при нулевых начальных условиях. В этом случае реакция 

системы (т.е. изменение выходного сигнала во времени) называ-

ется временной характеристикой.  

3.3.1. Единичный скачок  

x yx

t

1

0

y

t0а б в  
Рис. 3.4. Единичный скачок (а), блок-схема системы (б)  

и переходная характеристика (в) 
 

 Любой регулярный сигнал можно заменить суммой простых 

(типовых) сигналов. Один из них – единичный скачок )(1 t  (еди-

ничный ступенчатый сигнал) равный нулю до нулевого момента 

времени и единице в нулевой момент и далее (рис. 3.4.а): 









.0при1
,0при0

)(1
t
t

t                                (3.13) 

3.3.2. Начальные и предначальные условия  

 В момент 0t  система находится в покое (при нулевых на-

чальных условиях) и в то же время на нее уже подается входной 

сигнал в виде скачка (3.13). Поэтому уместнее говорить не о на-

чальных нулевых условиях, а о предначальных, означающих, что 

система находится в покое вплоть до момента времени, сколь 

угодно близкого к нулю, но все же не доходящего до нуля. Этот 

момент времени обозначают 0t  (“нуль слева”). Далее под на-

чальными условиями будем подразумевать предначальные.  

3.3.3. Переходная характеристика  

 Переходная характеристика )(th  это выходной сигнал сис-

темы (или элемента) при подаче на ее вход единичного скачка 

)(1 t  при условии, что до момента воздействия система находи-

лась в покое, т.е. при нулевых начальных условиях (рис. 3.4.в).  
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 Уравнение (3.7) не изменится, если и x, и y умножить на ко-

эффициент пропорциональности constc  . Следовательно, при 

входном сигнале )(1)( tctx   выходной сигнал равен )()( tchty  .  

3.3.4. Единичный импульс. Дельта-функция  

 Другим типовым сигналом является единичный импульс или 

дельта-функция )(tδ . Это идеализация узкого импульса, дли-

тельность которого стремится к нулю, высота – к бесконечности:  














,0при0
,0при
,0при0

)(
t
t
t

tδ                            (3.14) 

а площадь остается равной единице:  

1)( 



dttδ .                                     (3.15) 

 Единичный импульс и дельта-функция это пределы реаль-

ных импульсов единичной площади, отличных от нуля в интер-

валах времени соответственно tt Δ0   и tt Δ0   при 0Δ t . 

Математически они не тождественны, но в технической литера-

туре, когда под начальными условиями понимаются предначаль-

ные, они не различаются и обозначаются одинаково )(tδ .  

3.3.5. Связь единичного импульса с единичным скачком  

 Используя метод предельного перехода, покажем, что еди-

ничный импульс есть производная от единичного скачка:  

)(1)( t
dt
dtδ  .                                    (3.16) 

 Рассмотрим сигнал )(tx  на рис. 3.5.а равный нулю до мо-

мента 0t , затем линейно возрастающий до единичного уровня 

(от 0 до 1Δt ) и далее (при 1Δtt  ) остающийся на этом уровне. 

Затем рассмотрим аналогичный сигнал, возрастающий быстрее 

( 12 ΔΔ tt  ). Производные этих сигналов dttdx )(  отличны от ну-
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ля лишь в интервалах от 0 до 1Δt  и от 0 до 2Δt  и равны отноше-

нию отрезков соответственно ab к 0b и cd к 0d, т.е. равны 1Δ1 t  и 

2Δ1 t  (рис 3.5.б). В обоих случаях площади прямоугольных им-

пульсов равны единице:   1ΔΔ1 11 tt  и   1ΔΔ1 22 tt . Очевидно, 

что если устремить к нулю интервал нарастания )(tx  от нуля до 

единицы, то )(tx  устремится к единичному скачку )(1 t , а его 

производная dtdx  – к единичному импульсу )(tδ , условно изо-

браженному в виде вертикальной стрелки с зигзагом (рис. 3.5). 

 

t0 Δt2 Δt1

1/Δt21/Δt1

δ(t)
dx(t)/dtx(t)

1

1(t)
a

b

c

d
0 Δt2 Δt1 t

а б

S=(1/Δt1)Δt1=1
S=(1/Δt2)Δt2=1

 
Рис. 3.5. Предельный переход к единичному скачку (а)  
и к единичному импульсу (б) ( S  площадь импульса) 

 

3.3.6. Импульсная переходная характеристика  

x(t)=δ(t) y(t)=w(t)

x, y

w(t)

t0

δ(t)

а б  
Рис. 3.6. Блок-схема системы (а), входной единичный импульс 

)(tδ  и импульсная переходная характеристика )(tw  (б) 
 

 Импульсная переходная характеристика системы )(tw  это 

выходной сигнал (реакция) системы при подаче на ее вход еди-

ничного импульса (если до этого система находилась в покое) 

(рис 3.6). Очевидно, что при бесконечно узком и бесконечно вы-

соком входном импульсе с площадью k выходным сигналом бу-

дет импульсная переходная характеристика, увеличенная в k раз.  
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3.3.7. Связь импульсной переходной характеристики  

с переходной характеристикой  

 По определению )()( thty   при )(1)( ttx  . Записав в урав-

нение (3.7) )(1 t  вместо )(tx  и )(th  вместо )(ty  и продифферен-

цировав его, получим то же уравнение, но связывающее не )(1 t  и 

)(th , а )()(1 tδdttd   и dttdh )( . Но по определению )()( twty   

при )()( tδtx  . Следовательно, импульсная переходная характе-

ристика есть производная от переходной характеристики:  

)()( th
dt
dtw  .                                   (3.17) 

3.3.8. Выходной сигнал при произвольном входном сигнале  

 Произвольный входной сигнал )(τx  показан на рис. 3.7, где 

τ  – текущее время, t – произвольный фиксированный момент 

времени, для которого требуется определить реакцию системы 

)(ty . При нулевых начальных условиях, т.е. при 0)0( τx , и 

известной переходной характеристике системы )(τh  выходной сиг-

нал )(ty  выражается интегралом Дюамеля (интегралом свертки):  

dτ
dτ

τdxτthxthty
t )()()0()()(
0
  ,                   (3.18) 

где )0(x   значение )(τx  при 0τ . Если известна импульсная 

переходная характеристика w, выходной сигнал y равен  

 
t

dττxτtwtxhty
0

)()()()0()( .                    (3.19) 

 При 0)0( h , что бывает часто, формула (3.19) упрощается:  

 
t

dττxτtwty
0

)()()( .                            (3.20) 

 Приведем ход рассуждений, на котором основан вывод фор-

мулы (3.18). Разобьем интервал времени от 0 до t на n равных 
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промежутков длительностью τΔ  (рис. 3.7.а). Из )(τx  сформиру-

ем близкий к нему сигнал ступенчатой формы )(1 τx  и предста-

вим его в виде суммы ступенчатых сигналов высотой )0(x , 

1Δx ,…, kxΔ ,…, nxΔ . Каждый ступенчатый сигнал, смещенный 

относительно предыдущего на время τΔ , вызовет свой выходной 

сигнал. Результирующий выходной сигнал будет равен сумме  

 nn xτthxτthxτthxthty Δ)(...Δ)(Δ)()0()()( 2211  





n

k
kk xτthxth

1
Δ)()0()( .                        (3.21) 

Ясно, что при n , т.е. при 0Δ τ , сигнал )(1 τx  стремится к 

исходному сигналу )(τx , а формула (3.21) – к формуле (3.18).  

 

Δx1

Δxk
Δxn

Δτ
0 τ1 τk τn=t τ

x(0)

x(τ)
x1(τ)

x(τ), x1(τ)
x(t)

а

x1

xk

Δτ

0 τ1 τk τn=t τ
x(0)

x(τ)
x1(τ)

x(τ), x1(τ)
x(t)

б

xn

 
Рис. 3.7. Представление входного сигнала в виде суммы смещен-
ных ступенчатых сигналов (а) и прямоугольных импульсов (б)  

 

 Формула (3.19) получается в результате похожих рассужде-

ний при представлении сигнала )(1 τx  в виде последовательности 

прямоугольных импульсов (рис. 3.7.б).  

3.3.9. Реакция системы на узкий прямоугольный импульс  

 Входной прямоугольный импульс с амплитудой иA , малой 

длительностью иt  и площадью иии tAS   представим в виде раз-

ности смещенных ступенчатых сигналов (рис. 3.8.а и б). Соглас-

но принципу наложения сигнал на выходе y в момент t равен  
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





 




2
)()()()()( и

и
и

и
иииии

ttwS
t

tththtAtthAthAty .(3.22) 

Формула (3.22) означает, что система реагирует на узкий прямо-

угольный импульс с площадью иS  практически так же, как на 

идеальный (бесконечно узкий и бесконечно высокий) импульс с 

той же площадью иS , совмещенный с серединой прямоугольного 

импульса (рис. 3.8.в). Иначе говоря, входной прямоугольный им-

пульс можно заменить дельта-функцией, увеличенной в иS  раз и 

смещенной в сторону запаздывания на время 2иt . Математиче-

ски такой импульс обозначается ии Sttδ )2(  . 

Замечание. Узкий импульс произвольной формы с площа-

дью иS  можно заменить идеальным (бесконечно узким и беско-

нечно высоким) импульсом с той же площадью иS , совмещен-

ным с “центром тяжести” площади исходного импульса.  

 

0 tи t τ

Sи

0
tи

t τ
Aиh(τ tи)

0 tи t τ

Sи

δ(t tи/2)Sи

tи


Aи
Aиh(τ)x(τ) x(τ) x(τ)

а б в  
Рис. 3.8. Прямоугольный импульс (а), его представление в виде 

ступенчатых сигналов (б) и смещенного идеального импульса (в)  
 

3.4. Операционный метод исследования линейных систем. 

Передаточная функция  

3.4.1. Основные математические методы исследования  

 Прямой метод это решение дифференциального уравнения и 

вычисление переходного процесса (изменение выходного сигнала 

во времени), дающего наглядное представление о динамике сис-

темы. В инженерной практике широко используются косвенные 
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методы оценки динамики системы, не требующие решения диффе-

ренциального уравнения. Это операционный и частотный методы.  

3.4.2. Суть операционного метода  

 Исследуются не дифференциальные уравнения системы, а 

соответствующие им алгебраические уравнения. При этом ориги-

налы (входные и выходные сигналы как функции времени) заме-

няются изображениями (функциями комплексного аргумента). 

Решив алгебраическое уравнение, находим изображение интере-

сующего нас сигнала, По нему можно вычислить сам сигнал без 

решения дифференциального уравнения. Однако знание лишь од-

них изображений (без перехода к оригиналам) позволяет сделать 

очень важные заключения о динамических свойствах системы.  

3.4.3. Преобразование Лапласа  

 Переход от оригинала, например, от )(ty  к его изображению 

)(sY  осуществляется с помощью преобразования Лапласа:  





0

)()( dtetysY st ,                               (3.23) 

где нижний предел интегрирования полагаем нулем слева. В фор-

муле (3.23) jωσs   – комплексная переменная Лапласа 

( constσ  , ω  принимает все значения от   до  ),  

1j .                                       (3.24) 

Преобразование Лапласа возможно при условиях: а) 0)( ty  при 

0t , б) можно подобрать 0σ  так, что 
 
0 )( dtety tσ . В 

системах автоматического управления при регулярных (не случай-

ных) воздействиях все сигналы удовлетворяют этим условиям. Ес-

тественно, )(tx  и )(sX  связаны аналогично: 
  0 )()( dtetxsX st . 

Соответствие изображений оригиналам будем обозначать так:  

)()( txsX  ,  )()( tysY  .                        (3.25) 
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3.4.4. Некоторые свойства и соответствия преобразования  

Лапласа  

1. Умножение оригинала на постоянный коэффициент  

 Если )()( sYty   и constk  , то  

)()( skYtky  .                                   (3.26) 

 2. Изображение суммы оригиналов  

 Если )(...)()( 1 tytyty n , то  

)(...)()( 1 sYsYsY n ,                            (3.27) 

где )()( tysY   и ),...,1(,)()( nitysY ii  .  

 3. Изображение производной первого и n-го порядка  

)0()()( yssYdttdy  ,                           (3.28) 

где )(sY   изображение оригинала )(ty , а )0()0(  tyy   на-

чальное значение оригинала )(ty .  

 
    .)()(...

)()0()()(

0
11

0
22

0
21














t
nn

t
nn

t
nnnnn

dttyddttyds

dttdystyssYsdttyd
(3.29) 

 При нулевых начальных условиях, когда  

    0)(,...,0)(,0)0( 0
11

0  


 t
nn

t dttyddttdyty , (3.30) 

соотношения (3.28) и (3.29) упрощаются:  

)()( ssY
dt

tdy
 ,                                  (3.31) 

)()( sYs
dt

tyd n
n

n
 .                                (3.32) 

 4. Изображение дифференциального уравнения  

 Из соотношений (3.31) и (3.32) видно, что при нулевых на-

чальных условиях (именно они представляют интерес) легко пе-

рейти от записи самих производных к записи их изображений, 

используя следующий формальный прием. Вместо оператора 

дифференцирования dtd  записываем s, вместо nn dtd   ns , 
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вместо )(ty  и )(tx   соответственно )(sY  и )(sX . В результате 

при нулевых начальных условиях с помощью указанных замен из 

дифференциального уравнения системы (3.7) (повторим его)  

xbdtdxbdtxdbdtxdb

yadtdyadtydadtyda

mm
mmmm

nn
nnnn











1
11

10

1
11

10

...

...
   (3.7) 

получаем алгебраическое уравнение для изображений:  

)()()()( sXsBsYsA  ,                             (3.33) 

где )(sA  и )(sB  – полиномы n-й и m-й степени:  

nn
nn asasasasA  


1
1

10 ...)( ,                 (3.34) 

mm
mm bsbsbsbsB  


1
1

10 ...)( .                 (3.35) 

 И наоборот: с помощью указанного приема легко перейти от 

уравнения в изображениях к дифференциальному уравнению.  

 5. Изображение интеграла  

 
t

sY
s

dtty
0

)(1)( ,                                (3.36) 

  
t t

n
n sY

s
dtty

0 0
)(1)(... .                            (3.37) 

 6. Изображение запаздывающего оригинала (теорема за-

паздывания)  

 

0 0 τt t

y (t  τ)y (t)

 
Рис. 3.9. Исходный сигнал )(ty  и сигнал )( τty  , смещенный от-

носительно исходного на время запаздывания τ   
 

 Сигналу y(t) соответствует изображение Y(s), а сигналу 

)( τty  , отстающему от y(t) на время τ  (рис. 3.9), – изображение  
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)()( sYeτty sτ .                               (3.38) 

Напомним, что 0)( ty  при 0t . Поэтому 0)(  τty  при τt  .  

 7. Умножение изображений (теорема свертки)  

 Если )()( 11 tysY   и )()( 22 tysY  , то  

  
t t

dττtyτydττyτtysYsY
0 0

212121 )()()()()()( .     (3.39) 

 8. Теорема о начальном (конечном) значении  

 Начальное (конечное) значение оригинала вычисляется по 

конечному (начальному) значению изображения:  

   sssYty )()0(  ,    0)()(  sssYty  .        (3.40) 

 Вторая формула (3.40) справедлива лишь для случая, когда 

)(ty  стремится к определенному пределу при t .  

 Наконец, о некоторых сигналах. Для разнообразия обозна-

чим сигналы и их изображения соответственно )(tx  и )(sX .  

 9. Изображение единичного скачка  

s
sXttx 1)()(1)(  .                            (3.41) 

 10. Изображение единичного импульса  

1)()()(  sXtδtx .                            (3.42) 

 11. Изображение линейно возрастающего сигнала  

2
1)()(
s

sXttx  .                             (3.43) 

 12. Изображение прямоугольного импульса с амплитудой 

A и длительностью τ   

s
eAsXτttAtx

τs


1)()}(1)(1{)( .           (3.44) 

3.4.5. Определение оригинала по известному изображению  

 Согласно формуле (3.33) запишем )(sY  в виде дроби  
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)(
)()()(

sA
sXsBsY  .                                 (3.45) 

 При некоторых значениях s равных ks  полином )(sA , 

имеющий n-й порядок, обращается в нуль:  

0...)( 1
1

10  


nn
nn asasasasA .              (3.46) 

При этом )(sY  обращается в бесконечность. Уравнение (3.46) на-

зывается характеристическим уравнением. Значения ks , где 

nk ,...,1 , называются корнями характеристического уравнения. 

Они же называются полюсами изображения )(sY . Зная ks , можно 

вычислить )(ty  как сумму некоторых функций Res, называемых 

вычетами функции )(sYest  относительно ее полюсов:  

 



n

k
ss

st
ksYety

1
)(Res)( .                        (3.47) 

 Если i полюсов имеют одно и то же значение ks  (говорят: 

полюс ks  порядка i), то вычет равен  

   
k

k
ss

sti
ki

i
ss

st sYess
ds
d

i
sYe






















 )()(
)!1(

1)(Res 1

1
. (3.48) 

Относительно простого полюса (т.е. когда 1i ) вычет равен  

   
kk ss

st
kss

st sYesssYe   )()()(Res .          (3.49) 

 Подставим в формулу (3.49) вместо )(sY  его выражение 

(3.45). Получится дробь )()( sAss k , обращающаяся при kss   

в неопределенность типа 00 . Раскрыв неопределенность по пра-

вилу Лопиталя, приведем формулу (3.49) к следующему виду:  

   
ts

ss

kk

ss

st
ss

st k

kk
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e
dssdA

sXsB
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sXsBesYe
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)()(
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)()(Res)(Res . 

 (3.50) 



 58

3.4.6. Передаточная функция  

 Передаточной функцией )(sW  системы (звена) называется 

отношение изображения по Лапласу выходного сигнала системы 

(звена) )(sY  к изображению ее входного сигнала )(sX  при нуле-

вых начальных условиях. Учитывая выражение (3.33), запишем:  

)(
)(

)(
)()(

sA
sB

sX
sYsW  ,                              (3.51) 

где nn
n asasasA  10 ...)(  , mm

m bsbsbsB  10 ...)( .  

 Если на систему действуют несколько входных сигналов 

(допустим, )(1 tx  и )(2 tx , причем в различных местах), то ее диф-

ференциальному уравнению при нулевых начальных условиях 

соответствует уравнение в изображениях  

)()()()()()( 2211 sXsBsXsBsYsA  .                 (3.52) 

Отсюда получим изображение выходного сигнала: 

)()()()()( 2211 sXsWsXsWsY  ,                    (3.53) 

где 1W  и 2W  – передаточные функции системы относительно 

различных входных сигналов. Каждая из них определяется как 

отношение изображения выходного сигнала к изображению соот-

ветствующего входного сигнала (при нулевых начальных услови-

ях), если полагать все прочие входные сигналы равными нулю:  

02

2
2

01

1
1

12
)(

)(
)(
)()(,

)(
)(

)(
)()(




xx sX
sY

sA
sBsW

sX
sY

sA
sBsW . (3.54) 

Отметим, что у функций 1W  и 2W  знаменатели одинаковые.

 Если на систему, находящуюся в покое, воздействует еди-

ничный импульс )()( tδtx  , то выходной сигнал есть импульсная 

переходная характеристика )()( twty  . Подстановка изображе-

ний 1)()( 0  
  dtetδsX st  (см. (3.43)) и 

  0 )()( dtetwsY st  в 

формулу (3.51) показывает, что передаточная функция есть изо-



 59

бражение по Лапласу импульсной переходной характеристики:  





0

)(
)(
)()( dtetw

sX
sYsW st .                        (3.55) 

3.5. Структурные схемы и их преобразование  

3.5.1. Структурная схема системы  

 Систему удобно представлять в виде соединения возможно 

более простых (в математическом смысле) звеньев, обладающих 

направленностью действия (сигнал передается только с входа на 

выход, воздействия выхода на вход нет). Поэтому входной сигнал 

звена не изменяется при присоединении к его выходу какого-

либо другого звена. Звено направленного действия описывается 

дифференциальным уравнением с разделенными переменными: в 

левой части уравнения – выходной сигнал и его производные, а в 

правой части – входной сигнал и его производные. Передаточная 

функция звена имеет вид )()()()()( sAsBsXsYsW  . 

 

W(s)
x(t) y(t)

X(s) Y(s) +
+

x x+y

y
x x+y

y

+ _

x xy

y
x xy

y

x x

x

а

б в г  
Рис. 3.11. Звено направленного действия (а), узел разветвления 

(б), варианты изображения сумматоров (в, г) 
 

 Звено направленного действия изображается в виде прямо-

угольника (рис. 3.11.а). Указывается передаточная функция звена 

W. Стрелками отмечаются направления сигналов. Сигналы обо-

значаются либо оригиналами, например, x, y, либо соответствую-

щими им изображениями X, Y. Изображение системы в виде со-

единенных между собой звеньев направленного действия называ-
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ется структурной схемой системы. На рис. 3.11.б, в и г показаны 

узел разветвления (один и тот же сигнал подается на разные зве-

нья) сумматоры – элементы, в которых происходит суммирова-

ние сигналов. Если какой-то сигнал, проходя через сумматор, из-

меняет свой знак, то либо помечается знаком минус стрелка, обо-

значающая этот сигнал, либо зачерчивается сектор сумматора, к 

которому подводится этот сигнал. Отметим, что структурная 

схема отражает связь сигналов и не совпадает с функциональной 

схемой, которая отражает связь физических устройств.  

 Обычно интересуются связями между ограниченным коли-

чеством сигналов. Эти связи необходимо сохранить при замене 

исходной структурной схемы эквивалентной. Связи же между 

промежуточными звеньями и сами эти звенья можно менять. Ис-

ходной схеме могут соответствовать несколько эквивалентных 

схем (выбирают ту, что удобнее для исследования).  

3.5.2. Последовательное соединение звеньев  

 Вход каждого последующего звена соединяется с выходом 

предыдущего (рис.3.12.а). Передаточная функция последова-

тельного соединения звеньев (эквивалентная) равна произведе-

нию передаточных функций )(1 sW  и )(2 sW  отдельных звеньев:  

)()()( 21 sWsWsW  .                               (3.56) 

 

W1 W2
X Z Y

W=W1W2

W1

W2

W=W1+W2

X
X Y1

Y=Y1+Y2

X Y2
а б

 
Рис. 3.12. Последовательное (а) и параллельное (б) соединение 

звеньев (для простоты показаны соединения лишь двух звеньев)  
 

 Очевидно, что при n последовательно соединенных звеньях  

)()...()()( 21 sWsWsWsW n .                         (3.57) 
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 Ясно, что эквивалентная передаточная функция не изменит-

ся, если какие-либо последовательные звенья поменять местами.  

3.5.3. Параллельное соединение звеньев  

 Входные сигналы всех звеньев одинаковы, а выходные сум-

мируются (рис. 3.12.б). Эквивалентная передаточная функция 

равна сумме передаточных функций отдельных звеньев:  

)()()( 21 sWsWsW  .                             (3.58) 

3.5.4. Соединение звеньев с обратной связью  

 Звено называется охваченным обратной связью, если его 

выходной сигнал после какого-либо преобразования (или без 

всякого преобразования) подается на его вход. На рис. 3.13 )(1 sW  

и )(2 sW  – передаточные функции соответственно прямой цепи 

(прямого канала) и цепи обратной связи. При положительной об-

ратной связи сигнал z на ее выходе складывается с входным сиг-

налом x ( zxε  ), при отрицательной – вычитается ( zxε  ).  

 

X

Y

W1

W2

Y

W=W1/(1+W1W2)

Z
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W2
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Z Y

Y

W=W1/(1W1W2)а б
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X Y

Z Y
W=1/(1+W2)

W1
Y

Y

X

W=W1/(1W1)в г

E E

E

 
Рис. 3.13. Соединение звеньев с отрицательной обратной связью 

(а, в) и с положительной (б, г)  
 

 Эквивалентная передаточная функция при отрицательной 

обратной связи (рис. 3.13.а) равна  

)()(1
)()(

21

1
sWsW

sWsW


 ,                            (3.59) 

а при положительной обратной связи (рис. 3.13.б) –  
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)()(1
)()(

21

1
sWsW

sWsW


 .                            (3.60) 

 Нередко 11 W  или 12 W . Так, для рис. 3.13.в, где 11 W  и 

обратная связь отрицательная,  211 WW  . Для рис. 3.13.г, где 

12 W  и обратная связь положительная, )1( 11 WWW  .  

 Каждая из передаточных функций 1W  и 2W  (рис. 3.13), в 

свою очередь, может представлять собой эквивалентную переда-

точную функцию какой-либо комбинации звеньев. Очень часто 

структурную схему системы приводят к одноконтурному виду с 

одной прямой цепью (с передаточной функцией 1W ) и одной об-

ратной (с 2W ). Тогда W  называют передаточной функцией замк-

нутой системы. Если разорвать обратную связь перед сумматором, 

то получится разомкнутая система с входным сигналом x, выход-

ным сигналом z и с передаточной функцией 21WW . Если одновре-

менно используются передаточные функции разомкнутой и замк-

нутой систем, то они помечаются соответственно индексами р и 

з. Так, для схемы на рис. 3.13.а  21WWWр  , а  211 1 WWWWз  .  

 

W1 W2
YZΕ

Е
X

Y
Z

 
Рис. 3.14. Система с несколькими выходными сигналами  

 

 Приведем простое правило записи передаточной функции 

замкнутой системы. Это дробь. В числителе записывается пере-

даточная функция прямой цепи. В знаменателе записывается 1+ 

(если обратная связь отрицательная) или 1 (если обратная связь 

положительная) и далее передаточная функция разомкнутой сис-

темы. Воспользуемся этим правилом и запишем передаточные 
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функции замкнутой системы (рис. 3.14) относительно различных 

выходных сигналов (y, z, ) при входном сигнале x:  

)()(1
)()(

)(
)()(

21

21
sWsW

sWsW
sX
sYsWyx 

 ,   
)()(1

)(
)(
)()(

21

1
sWsW

sW
sX
sZsWzx 

 ,  

)()(1
1

)(
)(Ε)(

21 sWsWsX
ssWεx 

 . 

Отметим, что у всех трех передаточных функций одинаковый 

знаменатель, изменяется лишь числитель.  

3.5.5. Перенос сумматоров и узлов разветвления  

 Если сумматоры поменять местами, соотношения между 

выходным сигналом y и входными сигналами x, f, g не изменятся 

(схемы на рис. 3.15.а эквивалентны). Изменится лишь промежу-

точный сигнал z (вместо z будет *z ), но он не используется как 

самостоятельный сигнал. На рис. 3.15.б приведены эквивалент-

ные схемы до и после переноса узла через узел.  

 

1
2 2

1x
x

x
x

x
x

x
x

x
f

z y=x+fg

g

x z* y=xg+f

g

f

а б  
Рис.3.15. Перемена местами сумматоров (а) и узлов (б)  

 

x

f
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W1 W2 W1 W2

W2
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x
W1 W2
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f
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Рис. 3.16. Перенос сумматора через звено  

 

 Показанные на рис. 3.16 схемы при переносе сумматора 

через звено эквивалентны. Связь между выходным и входными 

сигналами одинакова для всех схем: FWXWWY 221   (схемы а 

и б),   FWXWWFWWWXWWY 22121121 1   (схема в). 
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 Схемы на рис. 3.17 при переносе узла через звено эквива-

лентны, так как связь выходных сигналов с входным везде оди-

накова: XWWY 21 , XWZ 1  (схемы а и б), XWWY 21 , 

  XWXWWWZ 1221 1   (схема в).  

 

x z

z

y
W1 W2

W1

W1 W2
x

z

y

ба в

x
W1 W2

y

zy
1/W2

 
Рис. 3.17. Перенос узла через звено  

 

 При перемене местами сумматора и узла (рис. 3.18) в эк-

вивалентных схемах (б, г) появляются дополнительные суммато-

ры и узлы, так что желательно обходиться без этих преобразова-

ний (указанных выше преобразований, как правило, достаточно).  

 

x x+z

z
x+z

x

z x+z

x+zx

z

z x

xz

x

x

xz

z
а б в г  

Рис. 3.18. Эквивалентные схемы при переносе по ходу сигнала 
узла через сумматор (а и б) и сумматора через узел (в и г)  

 

3.5.6. Пример преобразования структурной схемы  

 Структурная схема, содержащая несколько контуров, называ-

ется многоконтурной (одноконтурная упоминалась выше  рис. 

3.13). В процессе преобразования от многоконтурной схемы снача-

ла переходят к одноконтурной. Если контуры схемы пересекаются, 

то ее преобразовывают в схему, в которой контуры не пересека-

ются (используя правила переноса сумматоров и узлов). Затем 

эти контуры заменяются эквивалентными звеньями. Передаточ-
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ные функции эквивалентных звеньев и результирующая переда-

точная функция всей системы вычисляются по соответствующим 

формулам. Пример такого преобразования показан на рис. 3.19.  

 

x y
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W2 W3

W4W5
x

y
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W4W2
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W4

1/W3
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WIV=WII/(1+WIIWIII)=W3/(1+W3W4+W2W5)

W=WIWIV=
=(W1+W2)W3/(1+W3W4+W2W5)  

Рис. 3.19. Вариант преобразования структурной схемы  

 

 Возможны разные варианты преобразования одной и той же 

схемы. При любом варианте получится одно и то же выражение 

эквивалентной передаточной функции системы. 

3.6. Элементарные звенья систем автоматического управления  

 Любую линейную систему можно представить в виде соеди-

нения всего пяти типов элементарных (типовых) звеньев.  

 1.Усилительное (или пропорциональное) звено. Переда-

точная функция усилительного звена, связывающая изображения 

входного и выходного сигналов )(sX  и )(sY , равна  

k
sX
sYsW 

)(
)()( ,                                 (3.61) 

где k – коэффициент усиления или коэффициент передачи.  
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 Сигналы на выходе )(ty  и входе )(tx  связаны алгебраически:  

kxy  .                                         (3.62) 

 Переходная h(t) и импульсная переходная w(t) характери-

стики усилительного звена (рис. 3.20) равны  

)(1)( tkth  ,   )()( tδktw  .                         (3.63) 
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Рис. 3.20. Входные сигналы x, переходная )(thy   и импульсная 

переходная )(twy   характеристики усилительного звена  
 

 2.Апериодическое (или инерционное) звено. Передаточная 

функция этого наиболее распространенного звена равна  

1)(
)()(




Ts
k

sX
sYsW ,                             (3.64) 

где k  коэффициент усиления, T  постоянная времени ( 0T ). 

Корень характеристического уравнения апериодического звена 

01Ts  действительный отрицательный (он равен 1/T).  

 Записав из формулы (3.64) уравнение )()()( skXsYsTsY  , 

легко перейти от него к дифференциальному уравнению: 

kxy
dt
dyT  .                                    (3.65) 

 Переходная )(th  и импульсная переходная )(tw  характери-

стики апериодического звена (рис. 3.21) равны:  

 Ttekth  1)( ,   T
t

e
T
kth

dt
dtw


 )()( .            (3.66) 

 Постоянная времени T является показателем инерционности 

процесса и легко оценивается графически (рис. 3.21) с помощью 

касательной, проведенной к характеристике до пересечения каса-
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тельной с линией установившегося значения )(y . При 0T  

апериодическое звено превращается в усилительное.  
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x=δ(t)
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Рис. 3.21. Входные сигналы x, переходная )(thy   и импульсная 
переходная )(twy   характеристики апериодического звена  

 

 3.Интегрирующее звено. Его передаточная функция и 

дифференциальное уравнение имеют следующий вид:  

s
ksW )( ,                                       (3.67) 

kx
dt
dy

 .                                        (3.68) 

Коэффициент усиления k имеет размерность 1с , если входной и 

выходной сигналы безразмерные величины или имеют одинако-

вую размерность. Интегрирующему звену соответствует харак-

теристическое уравнение 0s  и, следовательно, нулевой корень.  
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Рис. 3.22. Входные сигналы x, переходная )(thy   и импульсная 

переходная )(twy   характеристики интегрирующего звена  
 

 Переходная и импульсная переходная характеристики ин-

тегрирующего звена (рис. 3.22) соответственно равны  

)(1)()(,)( tkdttdhtwktth  .                   (3.69) 

 В отличие от других звеньев переходная характеристика ин-



 68

тегрирующего звена при t  непрерывно возрастает.  

 4.Дифференцирующее звено. Его передаточная функция и 

дифференциальное уравнение имеют следующий вид:  

kssW )( ,                                      (3.70) 

dt
dxky  .                                       (3.71) 

 Коэффициент усиления k имеет размерность времени, если x и 

y величины безразмерные или с одинаковой размерностью.  

 Дифференцирующее звено является идеальным, поэтому 

отметим лишь его переходную характеристику (рис. 3.23):  

)()( tδkth  .                                     (3.72) 

 

1

t0

x=1(t)

y=h(t)=kδ(t)
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Рис. 3.23. Переходная характеристика дифференцирующего звена  

 

 Реальный дифференциатор работает с некоторым запазды-

ванием и его можно представить, например, последовательным 

соединением дифференцирующего и апериодического звеньев. 

 5.Колебательное звено. Его передаточная функция равна  

12
)( 22 


TsζsT
ksW ,                            (3.73) 

где k  коэффициент усиления, T  постоянная времени, ζ   ко-

эффициент затухания ( 10  ζ ), а дифференциальное уравнение  

kxy
dt
dyTζ

dt
ydT  22

2
2 .                       (3.74) 

 Корни характеристического уравнения колебательного звена 

01222  TsζsT   являются комплексно-сопряженными:  
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ωjβTζζs  )1( 2
2,1 ,                   (3.75) 

где  

Tζβ  , Tζω 21 .                          (3.76) 

Если 1ζ , то вместо комплексно-сопряженных корней получим 

действительные и вместо колебательного звена – два апериоди-

ческих с )]1/()][1/([)(  sTksTksW , где k   и k    некоторые 

коэффициенты, причем kkk  . Если 1ζ , то TT  .  

 Переходная характеристика (рис.3.24 слева) равна  
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(3.77) 

В формуле (3.77) 




  ζζβωφ 21arctg)/(arctg   
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Рис. 3.24. Слева – переходная характеристика колебательного 

звена, справа – нормированные переходные характеристики как 
функции относительного времени t/T при различных коэффициен-

тах затухания и предельные характеристики при 0ζ  и 1ζ   
 

 Если переходная характеристика получена эксперименталь-

но, то по ней нетрудно определить параметры k, T и ζ . Коэффи-

циент передачи k есть установившееся значение переходной ха-
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рактеристики. По периоду колебаний 0T  определяется частота 

колебаний 02 Tπω  , по амплитудам двух соседних колебаний  

показатель затухания 021 )][ln( TAAβ   и по формулам (3.76) 

22 ωββζ  , βζT   или иначе 221 ωβT  , Tβζ  .  

 На рис.3.25 показана зависимость )(th  от k, T и ζ .  

 
h(t) h(t)

t t

h(t)

t00 0

k=k1 k=k2>k1

T=T1 T=T2>T1

k k

ζ=ζ1 ζ=ζ2>ζ1

а б в  
Рис. 3.25. Влияние на переходную характеристику  

коэффициента усиления k (а), постоянной времени T (б)  
и коэффициента затухания ζ  (в)  
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Рис. 3.26. Импульсная переходная характеристика  

колебательного звена  
 

 Импульсная переходная характеристика (рис. 3.26) равна  
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    (3.78) 

3.7. Частотный метод  

3.7.1. Преобразование Фурье. Частотная передаточная функция  

 Частотный метод основан на преобразовании Фурье. Вместо 
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функции времени, например )(ty , рассматривают ее фурье-

изображение (спектр) )( ωjY  – функцию круговой частоты ω :  






 dtetyωjY tωj)()(                              (3.79) 

при условии 


0 )( dtty  (в системах автоматического управле-

ния это условие выполняется практически всегда). Частота ω  

принимает все значения от   до  . При нулевых начальных 

условиях, когда 0)( ty  при 0t , формула (3.79) принимает вид  





0

)()( dtetyωjY tωj .                            (3.80) 

 Фурье-изображение )( ωjY  можно получить из изображения 

по Лапласу 
  0 )()( dtetysY st , заменяя переменную s перемен-

ной ωj . Так же из передаточной функции )()()( sXsYsW   по-

лучается частотная передаточная функция – отношение фурье-

изображений выходного и входного сигналов )( ωjY  и )( ωjX :  

)(
)()(

ωjX
ωjYωjW  .                                 (3.81) 

 Передаточная функция есть изображение по Лапласу им-

пульсной переходной характеристики w(t): 
  0 )()( dtetwsW st . 

Очевидно, что частотная передаточная функция есть фурье-

изображение (спектр) импульсной переходной характеристики  





0

)()( dtetwωjW tωj .                            (3.82) 

Поскольку tωjtωe tωj sincos  , )( ωjW  можно записать и так:  

 
 


0 0

sin)(cos)()( tdtωtwjtdtωtwωjW .             (3.83)  
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3.7.2. Частотные характеристики  

 )( ωjW  – комплексная функция. Ее можно представить в ал-

гебраической форме как сумму действительной )(Re)( ωjWωU   

и мнимой )(Im)( ωjWωV   частей и в показательной форме:  

)()()()()( ωφjeωjWωjVωUωjW  ,              (3.84) 

где )( ωjW  и )(ωφ   соответственно модуль и фаза (аргумент) 

частотной передаточной функции. Модуль обозначают также 

)(ωA  и называют иногда коротко амплитудой.  

 Связь между этими функциями частоты очевидна:  

)()()()( 22 ωVωUωjWωA  ,                  (3.85) 

)(
)(arctg)(arg)(

ωU
ωVωjWωφ  ,                     (3.86) 

)(cos)()( ωφωjWωU  ,                           (3.87) 

)(sin)()( ωφωjWωV  .                           (3.88) 

 Графики этих функций частоты (а иногда и сами эти функ-

ции) называют частотными характеристиками: )()( ωjWωA   

 амплитудная частотная характеристика (АЧХ), )(ωφ   фа-

зовая частотная характеристика (ФЧХ), )(ωU  и )(ωV   соот-

ветственно вещественная и мнимая частотная характеристика.  

 Арктангенс является многозначной функцией тангенса. По-

этому в формуле (3.86) любому значению  )()(tg ωUωV  соот-

ветствует множество значений πkωφωφ  )(*)( , где )(* ωφ   

главное значение арктангенса, лежащее в диапазоне от 2/π  до 

2/π ,  k = 1, 2, … . Какое значение фазы является правильным, 

определяется из условия непрерывности функции )(ωφ .  

 Каждому значению частоты ω  соответствуют определенные 

значения )(ωU  и )(ωV  и определенная точка на комплексной 
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плоскости. Для наглядности эту точку характеризуют вектором, 

проведенным в нее из начала координат (рис. 3.27.а). Длина этого 

вектора равна )( ωjW , а угол поворота этого вектора (в градусах 

или радианах) относительно положительной действительной по-

луоси равен )(ωφ . Положительной фазе соответствует поворот 

вектора против часовой стрелки, отрицательной  по часовой 

стрелке. Совокупность точек, соответствующая всем частотам ω  от 

  до  , представляет собой кривую (рис. 3.27.б), которая на-

зывается амплитудно-фазовой частотной характеристикой 

(АФЧХ). Достаточно изображать АФЧХ только для положитель-

ных частот. Зеркально отразив ее относительно действительной 

оси, получим АФЧХ для отрицательных частот (рис. 3.27.б).  
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U(ω)

jV(ω)
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ω1
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а б в  

Рис. 3.27. Точка на комплексной плоскости, соответствующая 
значению АФЧХ на некоторой частоте 1ωω   (а), АФЧХ (б) 

(стрелками помечены направления роста частоты), влияние ко-
эффициента усиления на АФЧХ (в)  

 
 Обычно передаточную функцию приводят к стандартному 

виду )()()( sQsRksW  , где свободные члены полиномов равны 

единице: 1...)( 10   sqsqsQ n
n ,  1...)( 10   srsrsR m

m . 

Если свободный член в каком-либо полиноме отсутствует, то при-

водят к единице коэффициент слагаемого с наименьшей степенью 

s. Если, например, отсутствует свободный член в полиноме )(sQ , 

то полином приводят к виду )1...(...)( 1
00  nn sqsssqsQ . 
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При таком виде Q и R в частотной передаточной функции  

)(
)()(

jωQ
jωRkjωW                                   (3.89) 

параметр k называют коэффициентом усиления (передачи) системы.  

 Комплексная величина )()( jωQjωR  и ее действительная и 

мнимая части зависят лишь от частоты и не зависят от коэффициен-

та усиления k, частотная же передаточная функция )( ωjW  равна 

комплексной величине )()( jωQjωR  увеличенной в k раз. Таким 

образом, при увеличении k, например, в полтора раза действитель-

ная и мнимая части )( ωjW , соответствующие любой частоте, уве-

личатся в полтора раза. В результате все векторы, каждый из кото-

рых соответствует определенной частоте, увеличатся в полтора 

раза, фаза же каждого вектора не изменится (рис. 3.27.в).  

 Широкое использование в инженерной практике частотных 

характеристик обусловлено тем, что они могут быть определены 

опытным путем. На вход объекта подается синусоидальный сиг-

нал ωtAx x sin . На выходе возникает синусоидальный сигнал 

)sin( φtωAy y   с той же частотой ω . В общем случае сигналы 

смещены относительно друг друга и имеют разные амплитуды 

( xA  и yA ). Смещение характеризуется фазой φ  (рис. 3.28).  

 

Ax Ay

φ/ω
T=2π/ω

t

x
y

x, y

0

 
Рис. 3.28. Входной x и выходной y синусоидальные сигналы  

 

 Для каждой частоты ω  (из диапазона от 0 до  ) вычисля-

ются значения ωxy AAωA ][)(   и )(ωφ , т.е. значения соответст-
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венно амплитудной и фазовой частотных характеристик.  

 Определение частотных характеристик опытным путем по-

зволяет, в частности, создавать математические модели реальных 

объектов, математическое описание которых либо неизвестно, 

либо его нельзя сделать с достаточной определенностью.  

3.7.3. Частотные характеристики элементарных звеньев  

 1. Усилительное звено. Его частотная передаточная функ-

ция kωjW )(  является действительной величиной (мнимой час-

ти нет). АФЧХ для любой частоты представляет собой точку на 

комплексной плоскости (рис. 3.29.а). Следовательно,  

kωjWωA  )()( ,  0)( ωφ .                      (3.90) 

Нулевая фаза означает, что между синусоидами выходного и 

входного сигналов смещения во времени нет (рис. 3.29.б).  

 

ω=0 :_

k0 U(ω)

jV(ω)

а

x, y
x

y

t0
б  

Рис. 3.29. АФЧХ (а) и входной x и выходной y сигналы (б) усили-
тельного звена  

 

 2. Апериодическое звено. Его частотную передаточную 

функцию )1()( ωjTkωjW   после умножения числителя и зна-

менателя на ωjT1  запишем в виде )()()( ωjVωUωjW  , где 

)1()( 22ωTkωU   и )1()( 22ωTωkTωV   – действительная 

и мнимая части. Амплитуда )(ωA  и фаза )(ωφ  равны:  

221
)()(

ωT

kωjWωA


 ,  ωTωφ arctg)(  .        (3.91) 

 АФЧХ имеет вид полуокружности (рис. 3.30.а, б). Из АФЧХ 

видно, что с ростом частоты длина вектора (т.е. значение АЧХ) 

уменьшается от k до 0, а угол поворота (т.е. значение ФЧХ) изме-
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няется от 0 до 2π . При увеличении k, например, в полтора раза 

каждый вектор удлиняется в полтора раза с сохранением угла по-

ворота (рис. 3.30.а). При разных значениях постоянной времени T 

(но при том же значении k) АФЧХ сохраняет вид той же полуок-

ружности, но векторы, соответствующие одной и той же частоте, 

имеют разные фазы и разные амплитуды (рис. 3.30.б). Нагляднее 

влияние T проявится на логарифмических частотных характери-

стиках, о которых речь ниже. Отрицательная фаза означает, что 

выходной сигнал y отстает от входного сигнала x (рис. 3.30.в).  
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Рис. 3.30. АФЧХ при разных значениях k (а) и T (б), входной x и 

выходной y синусоидальные сигналы (в) апериодического звена  

 

 3. Интегрирующее звено. Частотная передаточная функция 

ωjkωjkωjW  )()( . Действительная часть 0)( ωU , мнимая 

отрицательная ωkωV )( . Амплитуда )(ωA  и фаза )(ωφ  равны:  

ω
kωjWωA  )()(  ,  

2
)( πωφ  .                   (3.92) 

φ=π/2
(90o)
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A(ω1)
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ω1

ω2>ω1

jV(ω)
U(ω)

ω=0 а

x y
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x, y
0
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Рис. 3.31. АФЧХ (а), входной x и выходной y синусоидальные 
сигналы (б) интегрирующего звена ( sinT   период колебаний)  
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 При  0ω  АФЧХ – вся отрицательная мнимая полуось 

(рис. 3.31.а), фаза всегда равна 2π , т.е. выходная синусоида y 

отстает от входной синусоиды x на четверть периода (рис. 3.31.б).  

 4. Дифференцирующее звено. Частотная передаточная 

функция равна ωjkωjW )( . АЧХ и ФЧХ выражаются формулами:  

2
)(,)()( πωφωkωjWωA  .                    (3.93) 

 При  0ω  АФЧХ занимает всю положительную мнимую 

полуось (рис. 3.32.а). Фаза равна 2π . Выходит, что следствие 

(y) опережает причину (x) на четверть периода (рис. 3.32.б). Такое 

звено физически реализовать нельзя. Это удобная абстракция.  
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(90o)A(ω1)

ω
A(ω2)ω1

ω2>ω1

jV(ω)

U(ω)ω=0
а

0 t

TsinTsin/4
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y x

б  
Рис. 3.32. АФЧХ (а), входной x и выходной y синусоидальные 

сигналы (б) дифференцирующего звена ( sinT   период колебаний)  
 5. Колебательное звено.  
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Рис. 3.33. АФЧХ колебательного звена (а), влияние на АФЧХ ко-
эффициента усиления k (б) и коэффициента затухания ζ  (в). На-

правление роста частоты ω  на АФЧХ указано стрелкой  
 

Частотная передаточная функция колебательного звена равна 
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)()(
2)1(

)( 22 ωjVωU
ωTζjωT

kωjW 


 , 

где  

2222

22

)2()1(
)1()(

ωTζωT
ωTkωU



 ,  2222 )2()1(

2)(
ωTζωT

ωTζkωV


 .  

АЧХ и ФЧХ выражаются формулами  

2222 )2()1(
)()(

ωTζωT

kωjWωA


  ,          (3.94) 


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
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












.1при
1

2arctg

1при
1

2arctg
)(

22

22

T
ω

ωT
ωTζπ

T
ω

ωT
ωTζ

ωφ           (3.95) 

 АФЧХ показана на рис. 3.33.а. Фаза )(ωφ  отрицательная (с 

ростом частоты ω  от 0 до   фаза изменяется от 0 до π ), т.е. 

выходной синусоидальный сигнал y отстает от входного сину-

соидального сигнала x. На рис. 3.33.б и в показано влияние коэф-

фициента усиления и коэффициента затухания на АФЧХ.  

3.7.4. Частотные характеристики звена чистого запаздывания  

 Итак, любую линейную систему можно представить в виде со-

единения пяти рассмотренных элементарных звеньев. Теперь о зве-

не чистого запаздывания. Оно не является линейным, но при введе-

нии его в линейную систему, ее можно исследовать линейными ме-

тодами. На выходе этого звена формируется такой же сигнал, что и 

на входе, но отстающий от него на время τ  (рис. 3.34). 

 При входном сигнале )(tx  на выходе формируется сигнал 

)()( τtxty  . Их изображения соответственно равны )(sX  и 

τsesXsY  )()( . Следовательно, для звена чистого запаздывания  

τsesW )( ,  ωτjeωjW )( .                       (3.96) 

АФЧХ имеет вид окружности единичного радиуса (рис. 3.35). Из 
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второй формулы (3.96) вытекают выражения АЧХ и ФЧХ:  

ωτωφωjWωA  )(,1)()( .                   (3.97) 

 

W(s)=esτ
x(t) y(t)=x(tτ)

X(s) Y(s)=Χ(s)esτ
τ t

0

x, y x, y

tτ

0y(t)=x(tτ) y(t)=x(tτ)x(t) x(t)

а б в  
Рис. 3.34. Звено чистого запаздывания (а), примеры запаздывания 

выходного сигнала y относительно входного x на время τ  при 
произвольном входном сигнале (б) и синусоидальном (в)  

 

φ(ω1)φ(ω2)

A(ω2)=1

ω2>ω1

ω1

jV(ω)

U(ω)

A(ω1)=1
ω

ω=0

 
Рис. 3.35. АФЧХ звена чистого запаздывания  

 

3.8. Логарифмические частотные характеристики  

 В широком диапазоне частот значения амплитудных частот-

ных характеристик отличаются на порядки. В этих случаях от ли-

нейного масштаба переходят к логарифмическому и вместо 

обычных частотных характеристик рассматривают логарифмиче-

ские амплитудные частотные характеристики (ЛАЧХ) )(ωL  и 

логарифмические фазовые частотные характеристики (ЛФЧХ) 

)(ωφ . Особенно удобны асимптотические ЛАЧХ. У них очень 

простой вид, что позволяет легко представить экспериментально 

снятую ЛАЧХ в виде суммы ЛАЧХ простых звеньев и тем самым 

определить структуру математической модели системы.  

 ЛАЧХ )(ωL  и АЧХ )(ωA  связаны соотношением  

)(lg20)(lg20)( ωjWωAωL  .                    (3.98) 
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ЛФЧХ вычисляются по тем же формулам, что и ФЧХ.  

 При построении логарифмических характеристик по оси 

абсцисс можно откладывать десятичный логарифм частоты в ли-

нейном масштабе, но удобнее откладывать частоту в логарифми-

ческом масштабе (рис. 3.36). Интервал между частотами, отли-

чающимися в 10 раз, называется декадой. При увеличении 

(уменьшении) частоты в десять раз говорят, что частота увеличи-

лась (уменьшилась) на декаду. Отметим, что на оси частот нет час-

тоты 0ω  (эта частота уходит в минус бесконечность). Оси ор-

динат ЛАЧХ и ЛФЧХ проводят так, что они пересекают ось частот 

при одной и той же частоте (ее выбирают из соображений удобст-

ва изображения ЛАЧХ и ЛФЧХ). Если АЧХ измеряется в относи-

тельных единицах, то единицей измерения ЛАЧХ является децибел 

(дБ). Так, например, значениям )(ωA  равным 0,01 , 0,1 , 1, 10, 100 

соответствуют значения )(ωL  равные 40, 20, 0, 20, 40 дБ. По 

осям )(ωL  и )(ωφ  откладывают в линейном масштабе соответст-

венно децибелы и радианы (или градусы).  

 

0,01 0,1 1 10 100

2 1 0 1 2

ω

lgω

 
Рис. 3.36. Ось абсцисс логарифмических частотных характеристик  

 

3.8.1. Логарифмические характеристики элементарных звеньев  

 1.Усилительное звено.  

 

L(ω)=20lgk>0 (k>1)
L(ω)=20lgk=0 (k=1)

L(ω)=20lgk<0 (k<1)

L(ω)

ω ω

φ(ω)
φ(ω)=0

 
Рис. 3.37. ЛАЧХ )(ωL  и ЛФЧХ )(ωφ  усилительного звена  
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0)(,lg20)(  ωφkωL .                   (3.99) 

Влияние коэффициента устления на ЛАЧХ отражено на рис. 3.37.  

При 1k  ЛАЧХ совпадает с осью частот ( 0)( ωL ).  

 2.Апериодическое звено.  

221lg20lg20)( ωTkωL  ,                   (3.100) 

ωTωφ arctg)(  .                               (3.101) 

 

20 дБ

3 дБ

L
La

ω1 10ω1

La(ω), L(ω)
20lgk

ωc=1/T
ω

декада

ωc=1/T
0
π/4
π/2

ωφ(ω)

 
Рис. 3.38. Истинная ЛАЧХ )(ωL , асимптотическая ЛАЧХ )(ωLa ,  

ЛФЧХ )(ωφ  апериодического звена  
 

 Вместо истинной ЛАЧХ, имеющей вид кривой линии, в ин-

женерной практике часто используют приближенную асимпто-

тическую ЛАЧХ (рис. 3.38), которая состоит из отрезков прямых, 

что придает ей наглядность, к тому же ее очень легко строить.  

 Горизонтальный и наклонный (с наклоном –20 дБ/дек) от-

резки асимптотической ЛАЧХ сопрягаются при частоте сопря-

жения Tωω c 1 . При этой частоте асимптотическая и истин-

ная ЛАЧХ отличаются на 3 дБ (наибольшее отклонение), т.е. зна-

чение АЧХ, соответствующее )(ωLa , в 2  раз больше значения 

АЧХ, соответствующего )(ωL . На низких и высоких частотах 

истинная ЛАЧХ стремится к асимптотической. С ростом частоты 

от нуля до бесконечности ЛФЧХ изменяется от нуля до 2π , 

причем при частоте Tω 1  ее значение равно 4π .  
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T=T1

T=T2>T1

1/T 1/T
ω

ωφ(ω)

Lа(ω)
20lgk

1/T 1/T

ω

ωφ(ω)

Lа(ω)20lgk

0
π/4
π/2 π/2

π/4
0

T=T2>T1
T=T1

k<1

k>1

k=1

1/T

1/T

а б  
Рис. 3.39. Логарифмические частотные характеристики  

апериодического звена при различных значениях  
коэффициента усиления k (а) и постоянной времени T (б)  

 

 Коэффициент усиления k влияет только на ЛАЧХ, постоян-

ная времени T – на ЛАЧХ, и ЛФЧХ (рис. 3.39). Отметим, что при 

1k  и Tω 1  асимптотическая ЛАЧХ равна нулю.  

 3.Интегрирующее звено (рис. 3.40).  

2)(,lg20lg20)( πωφωkωL  .             (3.102) 

 ЛАЧХ имеет вид прямой линии с наклоном –20 дБ/дек. При 

1ω   kωL lg20)(  , при kω    0)( ωL . Удобно строить )(ωL  

так. При 1ω  отметить точку с ординатой kωL lg20)(   и через 

нее провести прямую с наклоном 20дБ/дек.  

 

20lgk
ω=1

ω=k
ω1 10ω1

20 дБ

ω

L(ω)
k>1

k=1
k<1

φ(ω)
ω

0

π/2

декада

 
Рис. 3.40. ЛАЧХ )(ωL  и ЛФЧХ )(ωφ  интегрирующего звена  

при различных значениях коэффициента усиления  
 

 4.Дифференцирующее звено (рис. 3.41).  

2)(,lg20lg20)( πωφωkωL  .             (3.103) 
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 ЛАЧХ – прямая с положительным наклоном 20дБ/дек.  

 

20lgk
ω=1ω=1/k

ω1 10ω1

20 дБ

ω

L(ω) k>1 k=1

k<1
декада  

Рис. 3.41. ЛАЧХ )(ωL  и ЛФЧХ )(ωφ  дифференцирующего звена 
при различных значениях коэффициента усиления  

 

 5.Колебательное звено.  

2222 )2()1(lg20lg20)( ωTζωTkωL  ,       (3.104) 


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ζ=0,9
ζ=0,3

ζ=0,1

ζ=0,1
ζ=0,3

ζ=0,9
ωc=1/T

0,1ωc0,01ωc ω

L(ω), La(ω), дБ φ(ω)

ω
ωc=1/T

0

π/2

π

100ωc100ωc

10ωc

10ωc

0,01ωc 0,1ωc

0

40

80

L La

а б  
Рис. 3.42. Логарифмические характеристики колебательного зве-

на: ЛАЧХ при коэффициенте усиления 1k  (а) и ЛФЧХ (б)  
 

 При увеличении k ЛАЧХ смещается вверх, а при увеличении 

T ЛАЧХ и ЛФЧХ смещаются влево (рис. 3.43). При 1k  и 

Tω 1   0)( ωLa  (как и для апериодического звена).  

 
 До частоты сопряжения Tωω c 1  асимптотическая ЛАЧХ 

)(ωLa  – горизонтальная прямая на уровне klg20 , после частоты 



 84

сопряжения  прямая с отрицательным наклоном 40дБ/дек (рис. 

3.42). При частотах близких к частоте сопряжения отклонение 

)(ωL  от )(ωLa  зависит от коэффициента затухания ζ . При 

7,038,0  ζ  отклонение не превосходит по модулю 3 дБ и может 

не учитываться при приближенных расчетах. ЛФЧХ изменяется от 

0 до π  с ростом ω  от 0 до  . При cωω    2)( πωφ c   при 

любых значениях ζ . При других частотах ЛФЧХ зависит от ζ .  

 


40 дБ/дек

La(ω)

20lgk=0

k<1k>1 k=1

ω

φ(ω)

ω0

π/2

π

20lgk>0

20lgk<0

ωc=1/T (T=T '' >T ' )
ωc=1/T (T=T ' )

ωc=1/T (T=T '' >T ' )
ωc=1/T (T=T ' )

 

Рис. 3.43. Влияние коэффициента усиления k и постоянной времени 
T на асимптотическую ЛАЧХ и ЛФЧХ колебательного звена  

 

 Чтобы пользоваться логарифмическими характеристиками, 

систему представляют в виде последовательного соединения про-

стых звеньев. При этом вводят еще два дополнительных звена.  

 6.Форсирующее звено. Его передаточные функции равны  

)1()(,)1()( ωjTkωjWTsksW  ,             (3.106) 

где k  коэффициент усиления, T  постоянная времени.  

 

20 дБ/дек

ω

ω

φ(ω)Lа(ω)

20lgk>0

20lgk=0
20lgk<0 0

π/4

π/2

k<1

k>1

1/T

1/T
k=1

 
Рис. 3.44. Асимптотические ЛАЧХ и ЛФЧХ форсирующего звена 

при различных значениях коэффициента усиления k  
 

 ЛАЧХ и ЛФЧХ (рис. 3.44) выражаются формулами  
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ωTωφωTkωL arctg)(,1lg20lg20)( 22      (3.107) 

и имеют вид перевернутых характеристик апериодического зве-

на. При 1k  асимптотическая ЛАЧХ равна нулю при Tω 1 . 

 7.Форсирующее звено второго порядка (рис. 3.45).  

)12()( 22  ζTssTksW ,                       (3.108) 

]2)1[()( 22 ωTζjωTkωjW  ,                  (3.109) 

2222 )2()1(lg20lg20)( ωTζωTkωL  ,       (3.110) 
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 Логарифмические характеристики выглядят как перевернутые 

относительно оси частот характеристики колебательного звена.  

 

La(ω)

20lgk=0 k<1

k>1
k=1

ωωc=1/T

φ(ω)

ω
0

π/2

π

ωc=1/T

20lgk>0

20lgk<0
 

Рис. 3.45. Логарифмические частотные характеристики форси-
рующего звена второго порядка при некотором значении ζ  и раз-

личных значениях коэффициента усиления k  
 

3.8.2. Логарифмические частотные характеристики системы, 

представленной в виде последовательного соединения звеньев  

 ЛАЧХ и ЛФЧХ системы (L и φ ) из n последовательно со-

единенных звеньев определяются как суммы ЛАЧХ и ЛФЧХ всех 

звеньев ( ,...,,...,, 2121 φφLL ):  

)(...)()()( 21 ωLωLωLωL n ,                 (3.112) 

)(...)()()( 21 ωφωφωφωφ n .                 (3.113) 
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 Отметим способ построения асимптотической ЛАЧХ систе-

мы без построения асимптотических ЛАЧХ отдельных звеньев.  

 Пусть система не содержит интегрирующего (дифференци-

рующего) звена и ее передаточная функция равна  

)101,0)(132,01,0(
)11,0(20)( 2 




sss
ssW . 

 Очевидно, что система состоит из форсирующего звена 

( 1,0фT  с), апериодического ( 01,0аT  с) и колебательного 

( 316,0кT  с, 5,0ζ ). Их частоты сопряжения в порядке возрас-

тания равны: 16,3316,011  кк Tω  1с , 101011  ,Tω фф  

1с , 10001,011  аа Tω  1с . Коэффициент усиления системы 

20k  (он равен произведению коэффициентов усиления всех 

звеньев) “отдадим” звену с наименьшей частотой сопряжения (в 

нашем примере это колебательное звено). Остальным звеньям 

“оставим” коэффициенты усиления равные единице. Следова-

тельно, их асимптотические ЛАЧХ равны нулю на частотах 

меньших их частот сопряжения. Поэтому при фωω   проявляет 

себя лишь колебательное звено, его ЛАЧХ в этом диапазоне час-

тот совпадает с ЛАЧХ системы. Асимптотическая ЛАЧХ при 

кωω   идет горизонтально на уровне 2620lg20lg20 k  дБ, 

затем при кωω   падает с наклоном 40 дБ/дек. В диапазоне 

частот от фω  до аω  к наклону ЛАЧХ колебательного звена до-

бавится наклон ЛАЧХ форсирующего звена. В результате в этом 

диапазоне частот суммарный наклон равен 40+20=20 дБ/дек. 

При aωω   становится отличным от нуля ЛАЧХ апериодическо-

го звена. Ее наклон добавляется к предыдущему наклону и на-

клон ЛАЧХ системы становится равным 20+(20)=40 дБ/дек 

(рис. 3.46). Итак, построение асимптотической ЛАЧХ системы све-
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лось к суммированию наклонов ЛАЧХ отдельных звеньев в интер-

валах частот между их частотами сопряжения.  

 

ωк ωф

ωа

ω

φа

φ
φк

φф

φ(ω)
π/2

0

π/2

π 1 10 100
а б

1 10 100 ω

Lа(ω), дБ 20lg20=26 дБ40
20
0

20
40
60

ωк ωф

ωа

 
Рис. 3.46. Асимптотическая ЛАЧХ системы (а), ЛФЧХ  

системы φ  и ЛФЧХ составляющих ее звеньев кφ , фφ , аφ  (б)  
 

 Теперь рассмотрим систему с интегрирующим звеном:  

)110(
)1(100)(




ss
ssW .  

 Постоянные времени апериодического и форсирующего 

звеньев равны c10аT , c1фT , а их частоты сопряжения в по-

рядке возрастания: 1c1,01  аа Tω , 1c11  фф Tω . Весь ко-

эффициент усиления системы 100k  “отдадим” интегрирующе-

му звену, остальным звеньям “оставим” коэффициенты усиления 

равные единице. Тогда на низких частотах (до наименьшей час-

тоты сопряжения) проявляет себя лишь интегрирующее звено. 

Его ЛАЧХ есть прямая с наклоном 20  дБ/дек, проходящая че-

рез точку с координатами 1c1 ω , 40100lg20   дБ. Если бы 

других звеньев не было, то во всем диапазоне частот ЛАЧХ име-

ла бы вид этой прямой. Однако, начиная с частоты 1с1,0 аω , 

“просыпается” апериодическое звено, к прежнему наклону оно 

добавляет свой наклон 20  дБ/дек и в результате получается на-

клон 40)20(20   дБ/дек. С таким наклоном асимптотиче-

ская ЛАЧХ будет идти до следующей частоты сопряжения 
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( 1c1 фω ), после которой наклон ЛАЧХ изменится на 20 

дБ/дек и будет равен 202040   дБ/дек (рис. 3.47).  
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40
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π/2

0

π/2

π

φ(ω)
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φф

φи

φ

0,01 0,1 1 10 100

ω

а б  
Рис. 3.47. Асимптотическая ЛАЧХ системы (а), ЛФЧХ  

системы φ  и ЛФЧХ составляющих ее звеньев иφ , аφ , фφ  (б)  
 

 Если система содержит дифференцирующее звено, то пола-

гаем, что его коэффициент усиления равен коэффициенту усиле-

ния всей системы k, а коэффициенты усиления остальных звеньев 

равны единице. На частоте 1c1 ω  отмечаем точку с ординатой 

klg20 , проводим через нее линию с наклоном 20 дБ/дек и далее 

построение асимптотической ЛАЧХ ведем, как в рассмотренном 

примере с интегрирующим звеном.  

3.9. Устойчивость систем  

3.9.1. Понятие устойчивости  

 На рис. 3.48 показана блок-схема линейной системы с пере-

даточной функцией )()()( sAsBsW  .  

 

W(s)x y
 

Рис. 3.48 Блок-схема системы  

 

 Выходной сигнал представим суммой установившейся (вы-

нужденной) составляющей )(tyв  и переходной (свободной) )(tyс :  



 89

)()()( tytyty св  .                             (3.114) 

 Установившаяся составляющая обусловлена входным сиг-

налом. Переходная составляющая не зависит от входного сигнала 

и определяется лишь параметрами самой системы. Если с течени-

ем времени переходная составляющая стремится к нулю  

0)( tc ty ,                                 (3.115) 

то система называется устойчивой. Если модуль переходной со-

ставляющей стремится к бесконечности  

tc ty )( ,                                (3.116) 

то система называется неустойчивой. Если оба условия (3.115) и 

(3.116) не выполняются, то система называется нейтральной.  

 

 Переходная составляющая выражается суммой  

ts
n

tsts
c neCeCeCty  ...)( 21 21 ,                (3.117) 

где nCC ,...,1   некоторые постоянные величины, n  порядок ха-

рактеристического уравнения  

0...)( 1
1

10  


nn
nn asasasasA ,            (3.118) 

а nss ,...,1   корни этого уравнения (значения s, при которых зна-

менатель передаточной функции )(sA  обращается в нуль). В 

уравнении (3.117) действительному корню (например, αs 1 ) со-

ответствует слагаемое tαts eCeC 11 1   (рис. 3.49.а), а комплексно-

сопряженным корням (например, ωjβs 2 , ωjβs 3 ) – два 

слагаемых )sin(32 32 φtωAeeCeC tβtsts  , где фаза φ  и ампли-

туда A равны 
)(

arctg
32

32
CCj

CCφ



 , 
φ
CCA

sin
32   (рис. 3.49.б). 

 Итак, система устойчива лишь тогда, когда все действи-

тельные корни характеристического уравнения отрицательные, 
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а у комплексно-сопряженных корней отрицательные действи-

тельные части. Если хотя бы один действительный корень по-

ложительный или хотя бы у одной пары комплексно-

сопряженных корней положительные действительные части, то 

система неустойчива. В промежуточном случае, когда один дей-

ствительный корень равен нулю или у пары комплексно-

сопряженных корней их действительные части равны нулю, сис-

тема называется нейтральной (на границе устойчивости).  

 

0 t

C1
α=0

α<0

α>0

ба

С2+С3

0
t

β>0

β=0
β<0

C1e s1t C2e
s2t+C3es3t

 
Рис. 3.49. Слагаемые переходной составляющей, обусловленные 

одним действительным корнем (а) и парой комплексно-
сопряженных корней (б)  

 

 Корни характеристического уравнения можно изображать на 

комплексной плоскости в виде точек или в виде векторов, прове-

денных в эти точки из начала координат (рис. 3.50). Действитель-

ным корням (отрицательному, положительному и нулевому) соот-

ветствуют точки 1, 4, 7. Комплексно-сопряженным корням с отри-

цательной, положительной и нулевой действительными частями 

соответствуют пары точек 2 и 3, 5 и 6, 8 и 9. Используя такое гео-

метрическое отображение корней, условие устойчивости можно 

сформулировать по-другому. Чтобы система была устойчива, 

необходимо и достаточно, чтобы все корни характеристическо-

го уравнения находились в левой части комплексной плоскости.  

 При изменении параметров системы изменятся и коэффици-

енты характеристического уравнения и, следовательно, его кор-
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ни. Это приведет к перемещению корней на комплексной плоско-

сти. В результате может случиться, что один действительный ко-

рень или пара комплексно-сопряженных корней пересекут мни-

мую ось и перейдут из левой полуплоскости в правую. Этому бу-

дет соответствовать переход системы из устойчивого состояния в 

неустойчивое. Значения параметров, при которых один действи-

тельный корень или пара комплексно сопряженных корней ока-

зываются на мнимой оси, называются граничными. Этот случай 

соответствует системе, находящейся на границе устойчивости. 

Итак, мнимая ось является границей: все корни слева  система 

устойчива, хотя бы один корень справа  неустойчива.  

 

4
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6

7
8

9

ω

ω

Re s

jIm s

β

α

3
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Рис. 3.50. Изображение корней характеристического уравнения 

на комплексной плоскости корней s  

 

 Согласно теоремам А.М.Ляпунова (1892 г.), исследуя линеа-

ризованные системы (линейные системы, полученные из нели-

нейных с помощью разложения в ряд Тейлора), можно судить об 

устойчивости исходных нелинейных систем. Вот их суть. 1. Все 

корни характеристического уравнения линеаризованной системы 

слева от мнимой оси – исходная нелинейная система устойчива. 

2. Хотя бы один корень справа от мнимой оси – исходная нели-

нейная система неустойчива. 3. Линеаризованная система на гра-

нице устойчивости – нельзя судить об устойчивости исходной 

нелинейной системы без дополнительных исследований.  
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3.9.2. Критерии устойчивости  

 Критерии устойчивости это правила, которые без вычисле-

ния корней характеристического уравнения позволяют утвер-

ждать, располагаются ли все корни левее мнимой оси или есть 

корни (корень), расположенные на мнимой оси или правее ее.  

Критерий Гурвица  

 Из коэффициентов характеристического уравнения (3.118), 

где 00 a  (этого всегда можно добиться умножением на 1), со-

ставляем главный определитель Гурвица (3.119) по следующему 

правилу. По главной диагонали слева вниз направо записываем 

все коэффициенты от 1a  до na  в порядке возрастания индексов. 

От них, продвигаясь вверх и вниз, заполняем столбцы другими ко-

эффициентами: вверх в порядке возрастания индексов, а вниз  в 

порядке их убывания. Оставшиеся пустые места заполняем нулями.  

nn

n

n

aa
a

aa
aaa
aaa

2

1

31

420

531

.........0
0.........0
0...............
00...0
00...
00...

Δ





 .                 (3.119) 

 Из главного определителя, состоящего из n столбцов и n 

строк, получаем определители низшего порядка, отчеркивая оп-

ределенное число строк и такое же число столбцов:  

11Δ a , 

3021
20

31
2Δ aaaa

aa
aa

 , 

4
2

1
2

30510321

31

420

531

3
0

Δ aaaaaaaaaa
aa
aaa
aaa

 ,    (3.120) 

……………………………………………………... 
1ΔΔ  nnn a . 
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 Критерий Гурвица можно сформулировать таким образом. 

Чтобы система была устойчивой, необходимо и достаточно, 

чтобы при 00 a  все определители были больше нуля, т.е. 

0,...,0,0,0 210  na ΔΔΔ .                 (3.121) 

 Пусть все условия (3.121) выполняются кроме последнего, 

равного нулю: 01  nnn a ΔΔ . Это возможно в двух случаях:  

0na ,                                       (3.122) 

0Δ 1 n .                                     (3.123) 

Уравнение (3.122) соответствует границе апериодической устой-

чивости, т.е. наличию у характеристического уравнения нулевого 

корня 0ns . Равенство нулю предпоследнего определителя 

(3.123) соответствует границе колебательной устойчивости, т.е. 

наличию мнимых корней ωjsn 2 , ωjsn 1 . Если система 

находится на этой границе устойчивости )0Δ( 1 n , то частота 

колебаний (граничная частота) определяется из формулы  

n
n

n
гр aω

2

32
Δ
Δ



 .                                (3.124) 

Критерий Льенара  Шипара  

 Чтобы система была устойчивой, необходимо и достаточ-

но, чтобы были положительны все коэффициенты характери-

стического уравнения, а также или все нечетные, или все чет-

ные определители Гурвица, т.е.  


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
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
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....
,0
,0

или
...

,0
,0

,0...,,0,0

4
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3

1

10

Δ
Δ

Δ
Δ

naaa

                      (3.125) 

В частности, для систем второго, третьего и четвертого порядка 

критерий устойчивости сводится к следующим неравенствам.  

 Для 2n   
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0,0,0 210  aaa .                           (3.126) 

 Для 3n   

.0,0,0,0,0 302123210  aaaaaaaa Δ     (3.127) 

 Для 4n   

.0Δ

,0,0,0,0,0

4
2

1
2

303213

43210





aaaaaaa

aaaaa
               (3.128) 

Критерий Найквиста  

 Исследуемую систему (рис. 3.51.а) представляют в виде од-

ноконтурной замкнутой системы с отрицательной обратной свя-

зью (это всегда можно сделать). Обычно обратную связь прини-

мают единичной (рис. 3.51.б). Но бывает, что удобнее принять 

единичным прямой канал, а обратную связь неединичной (рис. 

3.51.в). Особенность критерия заключается в том, что об устой-

чивости замкнутой системы (рис. 3.51.б или в) судят по частот-

ным характеристикам разомкнутой системы (рис. 3.51.г), кото-

рые выражаются более простыми соотношениями, чем замкну-

тые, и, что очень важно, могут быть получены опытным путем, 

поскольку разомкнутые системы, как правило, устойчивы.  
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Рис. 3.51. Исследуемая система (а), представленная в виде одно-
контурной замкнутой системы (б, в) и разомкнутая система (г)  

 

 Сначала сформулируем критерий Найквиста для простейше-

го случая, когда разомкнутая система устойчива. Чтобы замкну-

тая система была устойчива, необходимо и достаточно, чтобы 

амплитудно-фазовая частотная характеристика разомкнутой 

системы )()()( ωjVωUωjW ррр   не охватывала точку с ко-
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ординатами )0,1( j . АФЧХ, соответствующая устойчивой 

замкнутой системе, помечена на рис. 3.52.а цифрой 1. Если 

АФЧХ разомкнутой системы охватывает точку с координатами 

)0,1( j , то замкнутая система неустойчива (кривая 3 на рис. 

3.52.а), если проходит через эту точку (кривая 2), – замкнутая 

система на границе устойчивости. Частота, при которой АФЧХ 

проходит через точку )0,1( j , называется граничной, с этой час-

тотой в замкнутой системе происходят незатухающие колебания.  
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0
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Рис. 3.52. АФЧХ разомкнутой системы без интегрирующего звена 

(а) и с интегрирующим звеном (б)  
 

 Если разомкнутая система нейтральна, т.е. содержит одно 

или несколько интегрирующих звеньев, то при 0ω  АФЧХ об-

ращается в бесконечность (сплошная линия на рис. 3.52.б). В этом 

случае надо достроить АФЧХ дугой бесконечного радиуса так, как 

показано на рис. 3.52.б. К достроенной АФЧХ применяем ту же 

формулировку критерия устойчивости, что и для предыдущего 

простейшего случая. На рис. 3.52.б достроенная АФЧХ не охваты-

вает точку )0,1( j , следовательно, замкнутая система устойчива. 

 Если АФЧХ пересекает отрицательную действительную по-

луось на отрезке )1(   несколько раз (“петляет”) и не ясно, 

охватывает она точку )0,1( j  или нет, то об устойчивости судят 

по переходам АФЧХ через отрезок действительной оси от   до 

1 . Поясним правило переходов на простейшем примере (рис. 

3.53.а). Хотя в данном примере и так ясно, что замкнутая система 
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устойчива, поскольку АФЧХ не охватывает точку )0,1( j , опре-

делим устойчивость и по правилу переходов. По мере роста 

частоты будем считать переходы АФЧХ через отрезок действи-

тельной оси от   до 1 . Переход снизу вверх (по часовой 

стрелке) считаем отрицательным, переход сверху вниз (против 

часовой стрелки)  положительным. Тогда критерий Найквиста 

можно сформулировать так. Чтобы замкнутая система была 

устойчива, необходимо и достаточно, чтобы разность между 

числом положительных и отрицательных переходов через отре-

зок действительной оси )1,(   была равна нулю. Иначе гово-

ря, если число положительных переходов равно числу отрица-

тельных. На рис. 3.53.а один отрицательный переход и один по-

ложительный, что соответствует устойчивой замкнутой системе.  
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Рис. 3.53. “Петляющие” АФЧХ разомкнутой системы  

 

 На рис. 3.53.б показана достроенная дугой бесконечно 

большого радиуса АФЧХ разомкнутой системы, содержащей два 

интегрирующих звена. Отметим, что переход достроенной дуги 

через отрезок )1,(   также необходимо учитывать. В резуль-

тате имеем один отрицательный переход и один положительный, 

что соответствует устойчивой замкнутой системе.  

 Наконец, сформулируем критерий Найквиста для случая, 

когда разомкнутая система неустойчива и ее характеристическое 

уравнение имеет m правых корней (некоторые из этих m корней 



 97

могут быть положительными вещественными, некоторые ком-

плексно-сопряженными с положительной действительной ча-

стью). Замкнутая система устойчива тогда и только тогда, ко-

гда разность между числом положительных и отрицательных 

переходов АФЧХ через отрезок )1,(   равна 2m .  

 

1, j0
++ 

R=
ω

ω=0

ω=0ω=
Uр(ω)

jVр(ω)

 
Рис. 3.54. Пример АФЧХ разомкнутой системы сложного вида  

 

 Пусть разомкнутая система, АФЧХ которой показана на рис. 

3.54, неустойчива и ее характеристическое уравнение имеет два 

правых корня )2( m . Считаем переходы АФЧХ через отрезок 

)1,(  : два положительных, один отрицательный. Их разность 

равна 2112 m . Итак, замкнутая система устойчива.  

 Если при 0ω  АФЧХ разомкнутой системы начинается на 

отрезке )1,(   (очень редкий случай), то следует считать, что 

при 0ω  АФЧХ совершает 21  (т.е. половину) перехода.  

 Последняя формулировка критерия Найквиста применима и 

для случаев, когда характеристическое уравнение разомкнутой 

системы не имеет правых корней )0( m . Из этой формулировки 

следует, что для устойчивости замкнутой системы разность пере-

ходов должна равняться нулю )02( m , т.е. число положитель-

ных переходов должно равняться числу отрицательных.  

 Запас устойчивости по амплитуде. Напомним стандартный 

вид записи частотной передаточной функции разомкнутой систе-
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мы: )()()( jωQjωkRjωWр  , где k  ее коэффициент усиления, а 

Q и R  многочлены в виде произведения простейших сомножи-

телей, у которых свободные члены (т.е. члены, не содержащие 

ω ) равны единице. Обратимся вновь к рис. 3.52.а. При некото-

ром значении k АФЧХ разомкнутой системы не охватывает точку 

)0,1( j , что соответствует устойчивой замкнутой системе (кри-

вая 1 на рис. 3.52.а). При увеличении k АФЧХ будет увеличи-

ваться в масштабе. Точка A будет смещаться влево и при грkk   

совместится с точкой B )0,1( j . АФЧХ примет вид кривой 2, что 

будет соответствовать выходу замкнутой системы на границу ус-

тойчивости. Итак, коэффициенту усиления k соответствует отре-

зок A0  на рис. 3.52.а, а коэффициенту грk    10 B . Параметр  

AA
B

k
k

a гр
0
1

0
0

                              (3.129) 

называется запасом по амплитуде и показывает, во сколько раз надо 

увеличить k разомкнутой системы, чтобы устойчивую замкнутую 

систему вывести на границу устойчивости.  

 Если АФЧХ разомкнутой системы “петляет” (рис. 3.53.а), то 

вывести замкнутую систему на границу устойчивости можно не 

только увеличивая k, когда с точкой B совместится точка A, но и 

уменьшая k, когда с точкой B совместится точка C. Таким образом, 

в данном случае система имеет два запаса по амплитуде  

CC
Ba

AA
Ba

0
1

0
0,

0
1

0
0

21  .                   (3.130) 

 Допустим, 5,00 A , а 40 C . Тогда 21 a , 412 a . Следо-

вательно, устойчивая замкнутая система выйдет на границу ус-

тойчивости, если k либо увеличится в 2 раза, либо уменьшится в 

4 раза (“увеличится” в 41  раза).  

 Запас устойчивости по фазе. На рис. 3.55 показана АФЧХ 
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разомкнутой системы, которая соответствует устойчивой замкну-

той системе. Напомним, что АФЧХ можно рассматривать как 

кривую, вычерченную концом вектора )( ωjWр . Допустим, каж-

дый вектор )( ωjWр  повернется по часовой стрелке на некоторый 

угол (тем больший, чем больше соответствующая ему частота).  

 

R=1

ω=
ω=0

jVр(ω)

Uр(ω)

ωc

ωπ

φ(ωc)ψ

Wр(ωc) 

1, j0 0

 
Рис. 3.55. АФЧХ разомкнутой системы с запасом по фазе ψ   

 

Если при этом вектор единичной длины, соответствующий часто-

те cω , повернется на угол ψ , то его конец совпадет с точкой 

)0,1( j , АФЧХ пройдет через точку )0,1( j  и, следовательно, 

замкнутая система выйдет на границу устойчивости. Угол ψ , по-

казывающий степень удаления АФЧХ от критической точки 

)0,1( j , называется запасом устойчивости по фазе и определя-

ется либо в радианах, либо в градусах:  

)()( πωφψ с    или  )180()(  сωφψ .         (3.131) 

 

Wр(jω) Wτ(jω)x y

Wз(jω)  
Рис. 3.56. Замкнутая система со звеном чистого запаздывания  

 

Частота сω , при которой 1)( ср ωjW , называется частотой 

среза. Из рис. 3.55. и 3.52.а видно, что система находится на 
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границе устойчивости, если πс ωω  . Причиной такой деформа-

ции АФЧХ может быть звено чистого запаздывания (рис. 3.56).  

 Частотная передаточная функция разомкнутой системы  

ωτj
рτррτ eωjWωjWωjWωjW  )()()()( .          (3.132) 

Здесь τjωωjφ
ττ eejωWjωW τ  )()()(   частотная передаточная 

функция звена чистого запаздывания, модуль и фаза которой 

равны 1)( jωWτ , ωτωφτ )( . Система без звена запаздывания 

(она получается, если положить 0τ ) называется предельной. 

Такой системе соответствует рис. 3.51.б. На рис. 3.57 показаны 

АФЧХ разомкнутой предельной системы )( ωjWр  и разомкнутой 

системы со звеном запаздывания )( ωjW τр .  

 

ω2

ω2 ω1

ω1

ω1τ

ω2τ
ω=0

Wр(jω)
Wрτ(jω)

jVр(ω)

Uр(ω)
0

 
Рис. 3.57. АФЧХ разомкнутой системы со звеном запаздывания и 

без него  
 

Для любого фиксированного значения частоты 1ωω   вектор 

)( 1ωjW τр  получается простым поворотом вектора )( 1jωWр  на 

угол τω1  по часовой стрелке. Частоте 2ωω   будет соответство-

вать угол поворота τω2  и т.д. При некотором значении 0ττ   

вектор единичной длины )( ср ωjW  повернется на угол ψ  (рис. 

3.55), АФЧХ разомкнутой системы с запаздыванием пройдет че-

рез точку )0,1( j  и замкнутая система выйдет на границу устой-



 101

чивости. Время запаздывания, при котором это произойдет, на-

зывается предельным временем запаздывания )0τ( . Оно равно  

сω
ψτ 0 .                                     (3.133) 

 Может случиться, что при дальнейшем увеличении τ  замк-

нутая система сначала станет неустойчивой, а затем снова выйдет 

на границу устойчивости при каком-то значении 0ττ  . Обычно 

интересуются лишь наименьшим из возможных значений 0τ , 

большее значение 0ττ   в расчет не берут. Устойчивость систе-

мы со звеном чистого запаздывания определяют по критерию 

Найквиста, используя приведенные выше формулировки крите-

рия. Очевидно, что если АФЧХ системы без запаздывания цели-

ком располагается внутри окружности единичного радиуса, то 

замкнутая система с запаздыванием устойчива при любом τ .  

 Часто считают, что у системы запас устойчивости достаточ-

ный, если запас по амплитуде больше трех и запас по фазе боль-

ше 30 . Однако это следует рассматривать лишь как ориентир.  

Логарифмический частотный критерий  

 Сначала рассмотрим простейший случай, когда разомкну-

тая система либо устойчива, либо нейтральна. На рис. 3.52.а 

изображены три АФЧХ разомкнутой системы при различных ко-

эффициентах усиления. Этим АФЧХ соответствуют три ЛАЧХ, 

показанные на рис. 3.58 и помеченные теми же цифрами. Чем 

больше коэффициент усиления, тем выше располагается ЛАЧХ. 

Из сравнения рис. 3.58 и 3.52.а следует, что логарифмические ха-

рактеристики, помеченные цифрами 1, 2, 3, соответствуют трем 

состояниям замкнутой системы: устойчивой (1), на границе ус-

тойчивости (2) и неустойчивой (3). Итак, критерий устойчивости.  

 Чтобы замкнутая система была устойчива, необходимо и 

достаточно, чтобы с ростом частоты ЛАЧХ разомкнутой 
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системы пересекала ось частот раньше, чем ЛФЧХ разомкну-

той системы пересекала линию π  (иначе говоря, чтобы выпол-

нялось условие πс ωω  ). Этой формулировкой критерия можно 

пользоваться и в случае, когда )(ωφр  вообще не пересекает ли-

нию π , если условно считать, что пересечение произойдет при 

бесконечно большой частоте )( πω .  

 

ΔL

ωc

3
2
1

ω

Lр(ω)

0

φр(ω)
0
π

ω
ψ

ωπ

 
Рис. 3.58. Логарифмические частотные характеристики  

разомкнутой системы, соответствующие рис. 3.52.а  
 

 На логарифмических характеристиках (рис. 3.58), соответст-

вующих устойчивой замкнутой системе, показаны запасы по фазе 

ψ  и амплитуде в децибелах LΔ . Они  определяются по формулам  

)(Δ,)()( πрср ωLLπωφψ  .               (3.134) 

Последнее выражение получается, если прологарифмировать за-

пас по амплитуде (3.129) и учесть, что )(0 πр ωjWA  :  

)()(lg201lg20lg20Δ πрπр ωLωjWaL  .  

Логарифмированием выражения (3.129) можно получить и другое 

выражение запаса по амплитуде в децибелах:  

kkaL гр lg20lg20lg20Δ  .  

 Запас по амплитуде показывает, во сколько раз надо увели-

чить коэффициент усиления разомкнутой системы k, чтобы вывес-

ти замкнутую систему из устойчивого состояния на границу ус-
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тойчивости, а запас по амплитуде в децибелах – на сколько деци-

бел надо увеличить величину klg20 , чтобы придти к тому же.  

 На рис. 3.59 показаны логарифмические характеристики, ко-

торые соответствуют “петляющим” АФЧХ, изображенным на 

рис. 3.53. На рис. 3.59.б ЛФЧХ достроена пунктирной линией, 

которая соответствует дуге бесконечно большого радиуса на рис. 

3.53.б. Итак, критерий для этого случая. Чтобы замкнутая сис-

тема была устойчива, необходимо и достаточно, чтобы при 

частотах, при которых 0)( ωLр , разность между числом по-

ложительных и отрицательных переходов ЛФЧХ разомкнутой 

системы через линию π  была равна нулю. При этом переход 

через линию π  достроенной части ЛФЧХ (пунктир на рис. 

3.59.б) также считается полноценным переходом. Интересующие 

нас положительные и отрицательные переходы помечены на рис 

3.59 соответственно плюсом и минусом. ЛФЧХ на рис. 3.59.а и б 

имеют один положительный и один отрицательный переход. 

Следовательно, замкнутые системы в обоих случаях устойчивы.  
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ωc
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+

 
Рис. 3.59. Логарифмические частотные характеристики  

разомкнутой системы, соответствующие рис. 3.53  
 

 На рис. 3.59.а помечены запас по фазе ψ  и два запаса по ам-

плитуде 1ΔL  и 2ΔL . Запас 1ΔL  показывает, на сколько дБ надо 
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увеличить величину klg20 , чтобы вывести замкнутую систему 

из устойчивого состояния на границу устойчивости (в этом слу-

чае )(ωL  сдвинется вверх на величину 1ΔL , частота среза сω  

сместится вправо и совпадет с частотой 3ω ). Запас 2ΔL  показы-

вает, на сколько дБ надо уменьшить величину klg20 , чтобы 

привести замкнутую систему к граничному состоянию (это будет 

соответствовать смещению )(ωL  вниз на величину 2ΔL  и со-

вмещению сω  с 2ω ). Если воспользоваться формулой (3.134), то 

получим отрицательное значение 2ΔL . Знак минус как раз и ука-

зывает, что замкнутая система выйдет на границу устойчивости, 

если величину klg20  уменьшить на 2ΔL  дБ.  

 Наконец, полная формулировка критерия (включая случай, 

когда разомкнутая система неустойчива). Замкнутая система 

устойчива тогда и только тогда, когда разность между числом 

положительных и отрицательных переходов ЛФЧХ разомкну-

той системы через линии π , π3 , π5 ,… (при всех значениях 

ω , для которых 0)( ωLр ) равна 2m , где m  число правых 

корней характеристического уравнения разомкнутой системы.  

 Здесь в отличие от предыдущей упрощенной формулировки 

учитываются переходы ЛФЧХ не только через линию π , но и 

через линии π3 , π5  и т.д. Это обусловлено тем, что перехо-

дам АФЧХ через отрезок действительной оси )1,(   в общем 

(крайне редком) случае могут соответствовать повороты вектора 

АФЧХ не только на угол π , но и на углы π3 , π5  и т.д.  

 Если угол поворота АФЧХ не достигает значения π3  и ра-

зомкнутая система устойчива или нейтральна, т.е. 0m  (так ча-

ще всего и бывает на практике), то полная формулировка крите-

рия устойчивости переходит в упрощенную формулировку.  
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3.10. Качество процесса регулирования  

3.10.1. Установившаяся ошибка регулирования при скачкооб-

разном воздействии. Статические и астатические системы  

 Рассмотрим устойчивую замкнутую систему с единичной 

отрицательной обратной связью (рис. 3.51.б). Подадим на вход 

системы сигнал x в виде единичного скачка. Изображения по Ла-

пласу сигналов x и ε  равны ssX 1)(  , )()()(Ε sXsWs εx , где 

)](1[1)()(Ε)( sWsXssW рεx  . Согласно теореме о конечном 

значении установившаяся ошибка )(  tεεуст  равна  

)0()]([1)()](Ε[ 0
0

0 xεsxε
s

xεsуст WsW
s

ssWssε 



 


 . (3.135) 

 Рассмотрим передаточную функцию  )()()( sQsRksWр   

разомкнутой системы без интегрирующих звеньев. Свободные 

члены многочленов )(sQ  и )(sR  приведены к единице, например, 

1)( 0  sTsR . )1)(12()( 21
22

1  sTsTζsTsQ . Тогда  

)()(
)(

)(1
1)(

skRsQ
sQ

sW
sW

р
xε 




 .                 (3.136) 

При 0s  каждая скобка многочленов )(sQ  и )(sR  превратится в 

единицу. В результате получим )1(1)0( kW xε   и, следователь-

но, установившаяся ошибка регулирования будет равна  

k
Wε xεуст 


1

1)0( .                           (3.137) 

Величина )1(1 k  называется статизмом.  

 Чем больше коэффициент усиления k разомкнутой системы, 

тем меньше установившаяся ошибка в замкнутой системе, т.е. 

при t  отклонение y от x уменьшается (рис. 3.60.а). Но чем 

больше k, тем обычно меньше запас устойчивости системы, из-за 

чего может потребоваться внесение изменений в саму структуру 

системы. Система, у которой установившаяся ошибка регулиро-
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вания при )(1)( ttx   не равна нулю, называется статической.  
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Рис. 3.60. Входной сигнал x (единичный скачок), выходной сиг-
нал y и ошибка регулирования ε  для статической системы (а) и 

для астатической (б)  
 

 Иной результат получим, если разомкнутая система содер-

жит хотя бы одно интегрирующее звено. Рассмотрим разомкну-

тую систему с )]([)()( sQssRksWр  . Тогда  

)()(
)(

)(1
1)(

skRssQ
ssQ

sW
sW

р
xε 




 .                (3.138) 

Из-за множителя s в числителе 0)( sW xε  при 0s  и устано-

вившаяся ошибка, определяемая формулой (3.135), равна нулю:  

0)0(  xεуст Wε .                              (3.139) 

Системы, у которых при входном сигнале в виде скачка устано-

вившаяся ошибка регулирования равна нулю, называются аста-

тическими (рис. 3.60.б). Установившаяся ошибка равна нулю вне 

зависимости от значения коэффициента усиления разомкнутой 

системы (его значение проявится при линейно возрастающем 

входном сигнале, о чем чуть ниже).  

 Пусть на систему действует входной сигнал x и помеха f (рис. 

3.61). Пусть одна часть системы с передаточной функцией )(1 sW  не 

содержит интегрирующего звена, а другая с )(2 sW  содержит.  

 В силу принципа наложения установившуюся ошибку регули-

рования от нескольких сигналов можно представить суммой частич-
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ных ошибок, каждая из которых вызывается лишь одним сигналом:  

f
уст

x
устуст εεε  ,  

где x
устε  вычисляется по )()(Ε)( sXssW x

xε   при условии 

0)( tf , а f
устε  – по )()(Ε)( sFssW f

fε   при условии 0)( tx .  

 

x
W1(s) W2(s)

yfε

 
Рис. 3.61. Замкнутая система с двумя входными сигналами  

 

 Легко показать, что наша система является астатической от-

носительно x и статической относительно f. Еще проще восполь-

зоваться следующим правилом. Система астатическая, если в це-

пи обратной связи одноконтурной системы содержится хотя бы 

одно интегрирующее звено. В противном случае система стати-

ческая. Под обратной связью понимается та часть контура, по ко-

торой сигнал проходит в направлении от ошибки регулирования 

(она является выходным сигналом) к входному сигналу. Приме-

ним это правило к рассмотренному примеру. Положим 0f . То-

гда ε   выходной сигнал, x  входной. Цепь обратной связи (ее 

передаточная функция равна 21WW ) содержит интегрирующее 

звено. Следовательно, система по входному сигналу x является 

астатической )0( x
устε . При 0x   ε   выходной сигнал, f  

входной. Цепь обратной связи (ее передаточная функция равна 

1W ) не содержит интегрирующего звена, следовательно, система 

является статической относительно помехи f  )0( f
устε .  

 Если бы в системе, изображенной на рис. 3.61, интегрирую-

щее звено можно было перенести из второй части системы с пе-
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редаточной функцией )(2 sW  в первую часть с передаточной 

функцией )(1 sW , то получили бы 0f
устε . Система в этом слу-

чае стала бы астатической и по помехе.  

3.10.2. Установившаяся ошибка в астатической системе при 

линейно возрастающем входном сигнале  

 Вернемся к системе с одним входным сигналом x и одним 

интегрирующим звеном. )(sW xε  выражается формулой (3.138). 

Пусть входной сигнал линейно возрастает: attx )(  (его изобра-

жение 2)( sasX  , consta  ). Ошибка регулирования равна  

k
a

s
saW

s
assWssε

s

εx

s
εxsуст 

















00
20

)()()](Ε[ . (3.140) 

 Итак, при линейно возрастающем входном сигнале установив-

шаяся ошибка не равна нулю (рис. 3.62) и тем меньше, чем больше 

коэффициент усиления разомкнутой системы k.  

 

t0

εуст

ε

x, y, ε
x

y

εуст

 
Рис. 3.62. Переходные процессы в астатической системе при ли-

нейно возрастающем входном сигнале  
 

3.10.3. Показатели качества переходного процесса  

при ступенчатом воздействии  

 Показатели качества определяют по переходной характери-

стике, т.е. по реакции системы на входной сигнал в виде единич-

ного скачка. В зависимости от назначения системы в качестве 

входного сигнала может рассматриваться как управляющее (за-

дающее) воздействие, так и возмущение (помеху).  

 Наиболее распространенными показателями качества явля-
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ются перерегулирование и время регулирования (рис. 3.63).  

 Перерегулирование σ  это наибольшее отклонение переход-

ной характеристики от ее установившегося значения (рис. 3.63.а). 

Его выражают в относительных единицах устуст hhhσ )( max   

или в процентах 100])([ max  устуст hhhσ . 

 

Δ
Δ

hmaxhуст
hmax

hуст

0 ttрег

h(t)

σ

h(t)

0 tрег t

hустΔ

Δ

hmax

hуст

а б  
Рис. 3.63. Переходные характеристики при скачкообразном за-
дающем воздействии (а) и при скачкообразном возмущении (б)  

 

 Временем регулирования регt  называется время, по истече-

нии которого отклонение )(th  от установившегося значения устh  

становится по модулю меньше некоторой малой величины Δ . 

Обычно принимают устh05,0Δ   (рис. 3.63.а). Здесь )(th   вы-

ходной сигнал при скачкообразном задающем воздействии.  

 При скачкообразном возмущении, когда 0устh  или доста-

точно мало (рис. 3.63.б), перерегулирование определяют по фор-

муле устhhσ  max . При определении времени регулирования в 

этом случае используется та же величина Δ , что и в случае 

управляющего (задающего) воздействия (рис. 3.63.б).  

3.10.4. Связь между частотной и переходной  

характеристиками системы  

 Частотную передаточную функцию системы )( ωjW  можно 

представить суммой ее вещественной (действительной) частот-

ной характеристики )(Re jωW  и мнимой частотной характери-
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стики )(Im ωjW : )(Im)(Re)( ωjWjωjWωjW  .  

 По вещественной или мнимой частотной характеристике не-

трудно вычислить переходную характеристику системы )(th . 

Чаще используют выражение )(th  через )(Re jωW :  





0

sin)(Re2)( ωd
ω

tωωjW
π

th .                     (3.141) 

Отметим, что устhW )0(Re . Формула (3.141) справедлива и для 

разомкнутых, и для замкнутых систем. Если интересуются пере-

ходной характеристикой замкнутой системы, то под характери-

стиками )(th , )(Re ωjW  в формуле (3.141) понимаются соответ-

ствующие характеристики замкнутой системы.  

 Продифференцировав выражение (3.141), получим формулу, 

связывающую импульсную переходную характеристику )(tw  

(т.е. реакцию системы на единичный импульс) с вещественной 

частотной характеристикой )(Re ωjW :  





0

cos)(Re2)()( ωdtωωjW
πdt

tdhtw .              (3.142) 

3.10.5. Связь между логарифмической амплитудной  

частотной характеристикой разомкнутой системы и  

переходной характеристикой замкнутой системы  

 Пусть разомкнутая часть системы состоит из интегрирую-

щего и апериодического звеньев (рис. 3.64.а) с передаточной 

функцией )]1([)( 1  sTsksWр  . Тогда замкнутая система есть 

колебательное звено (или последовательное соединение двух 

апериодических звеньев) с передаточной функцией  

12
1

)(1
)(

)(
)()( 222

1 








sζTsTkssT
k

sW
sW

sX
sYsW

ккр

р
з , 

где постоянная времени кT  и коэффициент затухания ζ  (учиты-
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вая, что частота сопряжения разомкнутой системы 11 1 Tω  ) 

равны kωkTTк 11 1  , kωkTζ 11 5,05,0  .  
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Рис. 3.64. Структурная схема замкнутой системы (а); ЛАЧХ ра-
зомкнутой системы рL  и соответствующие им переходные ха-

рактеристики замкнутой системы h  при различных соотношени-
ях между частотой сопряжения 1ω  и частотой среза сω  (б  д)  

 

 Характер переходного процесса замкнутой системы зависит 

от ζ , т.е. от комбинации параметров 1ω  и k разомкнутой систе-

мы. От 1ω  и k зависит и частота среза сω  логарифмической ам-

плитудной частотной характеристики (ЛАЧХ) разомкнутой сис-

темы, т.е. частота, при которой ЛАЧХ пересекает ось частот. 

Асимптотические ЛАЧХ разомкнутой системы и переходные ха-

рактеристики замкнутой системы )()( thty  , расположенные в 
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порядке возрастания ζ , показаны на рис. 3.64. Переходные ха-

рактеристики изображены в относительном времени кTt .  

 Если сω  находится в диапазоне kωωT с  111 , то коэф-

фициент затухания 5,0ζ  и тем меньше, чем меньше kω1  (рис. 

3.64.б). Переходный процесс носит явно колебательный характер.  

 Если kωω с 1 , то 5,0ζ . В этом случае перерегулирова-

ние переходного процесса составляет 16% (рис. 3.64.в).  

 Если kωω с 1 , то 5,0ζ . При отношении частот 

211  kωωω с  (рис. 3.64.г) 707,022 ζ . Переходный 

процесс при этом характеризуется наименьшим временем регу-

лирования при весьма малом перерегулировании (4%).  

 При дальнейшем увеличении kωωω с 11   переходный 

процесс приобретает монотонный характер (рис. 3.64.д), все 

больше приближаясь к экспоненте с постоянной времени  

kωT с 11  . При 21 сωω  время регулирования срег ωt 3 .  

 Рис. 3.64 наглядно иллюстрирует следующее важное соответст-

вие между характером переходного процесса замкнутой системы и 

наклоном ЛАЧХ разомкнутой системы в районе частоты среза.  

 Если у ЛАЧХ разомкнутой системы частота среза сω  нахо-

дится на достаточно широком участке с наклоном 20 дБ/дек, то 

переходная характеристика замкнутой системы не имеет сущест-

венных колебаний. Чем шире участок с наклоном 20 дБ/дек в 

районе частоты среза сω , тем больше переходная характери-

стика замкнутой системы похожа на экспоненту с постоянной 

времени сωT 1  и временем регулирования срег ωTt 33  . Это 

соответствие справедливо и для сложных систем, ЛАЧХ которых 

за пределами указанного участка с наклоном 20 дБ/дек имеют 

более крутые наклоны, например, 40, 60 дБ/дек (рис.3.65).  
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Рис. 3.65. Типовые ЛАЧХ разомкнутой системы  

 

3.11. Изменение структуры для улучшения качества системы  

3.11.1. Влияние форсирующего звена на устойчивость  

 На рис. 3.66.а изображена одноконтурная замкнутая систе-

ма. Пусть передаточная функция разомкнутой системы имеет вид  

32
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)(Ε
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asasasa
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sYsWр


 ,            (3.143) 

где 0b , 0a , …, 3a  – положительные величины. Тогда передаточ-

ная функция замкнутой системы равна  
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)(1
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р
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
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Отсюда вытекает следующее условие устойчивости замкнутой сис-

темы (согласно критерию Гурвица или Льенара-Шипара):  

0)(Δ 03021
0
2  baaaa .                      (3.145) 
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Wр(s)

а б  
Рис. 3.66. Исходная замкнутая система (а) и замкнутая система с 

дополнительным форсирующим звеном в прямом канале (б)  
 

 Введем в прямой канал системы форсирующее звено с пере-

даточной функцией 1Ts  (рис. 3.66.б). Для этого случая  
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 Из формулы (3.147) получим следующее условие устойчи-

вости замкнутой системы:  

0)()(Δ 0300212  baaTbaa .                (3.148) 

 Из условий (3.148) и (3.145) видно, что 0
22 ΔΔ  , т.е. введе-

ние в прямой канал форсирующего звена делает замкнутую сис-

тему более устойчивой (и тем больше, чем больше параметр фор-

сирующего звена T). Это справедливо и по отношению к систе-

мам более высокого порядка. Однако увеличение T может при-

вести к ухудшению качества переходного процесса. Покажем это.  

3.11.2. Влияние нулей передаточной функции на характер  

переходного процесса  

 Пусть имеем систему (рис. 3.66.а) с передаточной функцией  
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Уравнению (3.149) соответствует дифференциальное уравнение  
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 Пусть при входном сигнале в виде единичного скачка 

)(1 tx   выходной сигнал 0y  имеет вид, показанный на рис. 3.67.  

 Включим в прямой канал форсирующее звено (рис. 3.66.б). 

Обозначив выходной сигнал y, запишем передаточную функцию:  
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 Значения s, при которых знаменатель передаточной функ-

ции обращается в нуль, называются полюсами передаточной 
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функции (эти значения называются также корнями характеристи-

ческого уравнения). Значения же s, при которых числитель обра-

щается в нуль, называются нулями передаточной функции. В на-

шем случае имеется один нуль равный T1 .  

 Качественно проиллюстрируем влияние нуля на характер 

выходного сигнала. Передаточной функции (3.151) соответствует 

дифференциальное уравнение  

xb
dt
dxTbyba
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yda nnn
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00011
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10 )(...  


.(3.152) 

 Согласно принципу наложения выходной сигнал y можно 

представить в виде суммы частичных выходных сигналов 0y  и 1y :  

10 yyy  ,                                   (3.153) 

где 0y  определяется уравнением (3.150), а 1y  уравнением  
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
. (3.154) 
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Рис. 3.67. Иллюстрация влияния нуля передаточной функции на 

переходный процесс. 0y   выходной сигнал при отсутствии нуля 
( 0T ), y  выходной сигнал при наличии нуля ( 0T ),  

1y   составляющая сигнала y, обусловленная наличием нуля  
 

Из сравнения уравнений (3.150) и (3.154) следует, что сигнал 1y  

равен производной сигнала 0y , увеличенной в T раз:  

dt
dyTy 0

1  .                                    (3.155) 

 На рис. 3.67 показан выходной сигнал y и его составляющие 
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0y  и 1y . Если бы передаточная функция не содержала нуля, т.е. 

если бы 0T , то на выходе системы был бы сигнал 0y . На рис 

3.67 показан случай, когда 0y  не имеет перерегулирования. На-

личие же нуля (когда 0T ) приводит к появлению составляю-

щей 1y , которая с увеличением T может привести к весьма суще-

ственному перерегулированию выходного сигнала y.  

 Итак, наличие нуля (нулей) у передаточной функции способ-

ствует появлению перерегулирования выходного сигнала.  

3.11.3. Влияние отрицательной обратной связи  

по производной выходного сигнала  

 

Wр
0(s)

x yε
X(s) Y(s)Ε(s)

Wр
0(s)

x y

X(s) Y(s)
Ts+1

а б

Ts

 
Рис. 3.68. Замкнутая система с дополнительной обратной  

связью по производной выходного сигнала (а)  
и эквивалентная ей одноконтурная система (б)  

 

 Мы вводили форсирующее звено в прямой канал исходной 

замкнутой системы (рис. 3.66). Теперь введем в нее дополнитель-

ную обратную связь в виде дифференцирующего звена (рис. 

3.68.а) с передаточной функцией Ts . Приведем эту двухконтур-

ную схему к одноконтурному виду (рис. 3.68.б). Схема на рис. 

3.68.б отличается от исходной (рис. 3.66.а) тем, что форсирующее 

звено с передаточной функцией 1Ts  введено не в прямой канал, 

а в канал обратной связи. Пусть )(0 sWр  определяется тем же вы-

ражением (3.145): )()( 32
2

1
3

00
0 asasasabsWр  . Тогда  

0302
2

1
3

0

0
)()(

)()(
basTbasasa

b
sX
sYsWз


 ,  (3.156) 
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откуда получим условие устойчивости замкнутой системы:  

0)()(Δ 0300212  baaTbaa .               (3.157) 

 Как видим, условия устойчивости (3.157) и (3.148) одинако-

вые. Однако при включении форсирующего звена в прямой канал 

у передаточной функции замкнутой системы (3.147) появляется 

нуль. Введение же обратной связи по производной выходного 

сигнала (иначе говоря, включение форсирующего звена в канал 

обратной связи) не приводит к появлению дополнительного нуля 

у передаточной функции замкнутой системы (3.158) и, тем са-

мым, не способствует дополнительному перерегулированию. 

Этот вывод справедлив и для систем более высокого порядка.  

3.12. Элементы теории импульсной системы управления  

3.12.1. Решетчатые функции. Разностные уравнения  

 Ограничимся рассмотрением системы, в которой один из 

сигналов имеет вид последовательности идеальных импульсов – 

бесконечно узких, бесконечно высоких, но с площадями, имею-

щими конечные значения (не появившийся импульс можно рас-

сматривать как импульс с нулевой площадью). Импульсы следу-

ют через равные интервалы времени Tи (период импульсов). Все 

другие сигналы являются непрерывными. В таких системах важ-

ны связи значений сигналов в дискретные моменты времени – в 

моменты появления импульсов (значения в иные моменты време-

ни не влияют на работу импульсной системы). Сигнал в виде по-

следовательности идеальных импульсов характеризуется после-

довательностью значений площадей этих импульсов. В связи с 

этим при описании импульсных систем используются функции, 

имеющие какие-то значения в моменты появления импульсов и 

равные нулю в иные моменты времени. Такие дискретные функ-

ции в теории управления называют решетчатыми. Уравнения, 

связывающие решетчатые функции, называются разностными.  
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 Пусть на вход апериодического звена с передаточной функ-

цией )1()(  TsksW  подается импульсный сигнал )(tu . Верх-

ний индекс * указывает на то, что сигнал представляет собой по-

следовательность импульсов. Сигналу )(tu  соответствует ре-

шетчатая функция nx , где n – номер импульса. Значения 0x , 1x , 

2x ,…, соответствующие номерам импульсов ...,2,1,0n  , равны 

площадям этих импульсов. Поскольку импульсная переходная 

характеристика апериодического звена равна TteTktw  )()( , 

нетрудно записать выходной сигнал как функцию времени:  

...)()()()( )2(
2

)(
10   TTtTTtTt ии eTkxeTkxeTkxty  . 

Сигналу )(ty  соответствует разностное уравнение, связывающее 

значения решетчатых функций ny  (выход) и nx  (вход)  

Tkxeyy n
TT

nn и  
1 ,  

где 01 y , поскольку начальные условия принимаем нулевыми.  

3.12.2. Спектры решетчатых функций.  

Частотная передаточная функция  

 По аналогии с непрерывными системами к решетчатым 

функциям можно применить преобразование Лапласа и получить 

дискретную передаточную функцию )(sW   как отношение изо-

бражений по Лапласу решетчатых функций выходного и входно-

го сигналов при нулевых начальных условиях. В дискретной пе-

редаточной функции в качестве аргумента фигурирует не просто 

комплексная величина s, а экспоненциальная функция иsTe . Если 

сделать замену ze иsT  , преобразование Лапласа переходит в так 

называемое z-преобразование. В результате получается дискрет-

ная передаточная функция )(zW   как отношение z-изображений 

решетчатых функций выходного и входного сигналов. Наконец, 
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если сделать замену ωjs  , то перейдем к дискретной частотной 

передаточной функции )( ωjW   как отношению фурье-

изображений (спектров) решетчатых функций выходного и 

входного сигналов. Отметим, что изображения решетчатых 

функций также помечены верхним индексом *.  

 Так как спектры решетчатых функций и )( ωjW   являются 

периодическими функциями частоты ω  с периодом иTπ2 , дос-

таточно рассматривать диапазон частот ω  от иTπ  до иTπ .  

 Вместо частоты ω  в рад/с часто пользуются относительной 

безразмерной частотой ω  в диапазоне от π  до π :  

иTωω                                        (3.158) 

В импульсных системах (как и в непрерывных) действи-

тельные части частотных характеристик являются четными 

функциями частоты, а мнимые – нечетными. Поэтому достаточно 

знать АФЧХ для положительных частот. АФЧХ для отрицатель-

ных частот можно получить зеркальным отражением АФЧХ для 

положительных частот относительно действительной оси. Учи-

тывая это, указанный диапазон частот можно уменьшить вдвое, 

рассматривая только положительные частоты ω  от 0 до π . 

 Выражения дискретных частотных передаточных функций 

)( ωjW   или )( ωjW   более сложные по сравнению с частотными 

передаточными функциями непрерывных систем )( ωjW . К при-

меру, для апериодического звена )1()(  ωTjkωjW , а  

TTωj

ωj

иee
e

T
k

ωjX
ωjYωjW









)(
)()( ,             (3.159) 

где )( ωjY   и )( ωjX   –спектры решетчатых функций ny  и nx .  

 Выше были приведены правила преобразования структур-

ных схем для непрерывных систем. Для импульсных систем эти 
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правила справедливы лишь в том случае, если на вход каждого 

звена структурной схемы подается импульсный сигнал. Напри-

мер, если два апериодических звена соединены последовательно 

и на вход первого подается импульсный сигнал, то на вход второ-

го подается уже непрерывный сигнал с выхода первого. В этом 

случае общая дискретная частотная передаточная функция такого 

объединения звеньев не равна произведению дискретных частот-

ных передаточных функций типа (3.159), соответствующих каж-

дому апериодическому звену в отдельности.  

3.12.3. Спектры некоторых решетчатых функций  

 1. Решетчатая функция nx  равна 0x  при 0n  и нулю при 

иных значениях n. Такая решетчатая функция соответствует сиг-

налу в виде одиночного идеального импульса )()( 0 tδxtx  , воз-

никающего в нулевой момент времени и имеющего площадь 0x . 

Спектр такой решетчатой функции равен  

0)( xωjX  .                                 (3.160) 

 2. Решетчатая функция nx  равна 1x  при 1n  и нулю при 

иных значениях n. Такая решетчатая функция соответствует сиг-

налу в виде одиночного идеального импульса )()( 1 иTtδxtx  , 

возникающего в момент времени иTt   и имеющего площадь 1x . 

Спектр такой решетчатой функции равен  

ωjexωjX   1)( .                             (3.161) 

3. Решетчатая функция nx  равна mx  при mn   и нулю 

при иных значениях n. Такая решетчатая функция соответствует 

сигналу )()( иm mTtδxtx   – одиночному идеальному импуль-

су, возникающему в момент времени иmTt   и имеющему пло-

щадь mx . Спектр такой решетчатой функции равен  
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mωj
mexωjX  )( .                           (3.162) 

 4. Огибающая решетчатой функции представляет собой па-

дающую экспоненту: 





0

0
n

nα
n exx , т.е. ее значения при 

...,2,1,0n  равны 0x , αexx  01 , 2
02

αexx   и т.д., где 0α  – 

константа. В этом случае спектр решетчатой функции равен  

αωj

ωj

ee
exωjX





 0)( .                        (3.163) 

 5. Если все значения решетчатой функции nx  одинаковы и 

равны 0x  (аналог скачка), то ее спектр равен  

ωjωj

ωj

e
x

e
exωjX


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





1
1

1
)( 00 .                (3.164) 

 6. Периодическая несимметричная решетчатая функция при 

M значениях за период колебаний (рис. 3.69.а). Ее спектр равен  











1

01
)(

M

n

nωj
nMωj

Mωj
ex

e
eωjX .                 (3.165) 
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Рис. 3. 69.Периодическая несимметричная (а) и симметричная (б) 

решетчатая функция  
 

 7. Периодическая симметричная решетчатая функция при N 

значениях за полпериода колебаний (рис. 3.69.б). Ее спектр равен  











1

01
)(

N

n

nωj
nNωj

Nωj
ex

e
eωjX .                  (3.166) 
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8. Вычисление начального и конечного значений решетча-

той функции по ее спектру.  















 


ω
ωj

ωj
ωjX

e
ex )(1

0 , 
0

)(1
















 


ω
ωj

ωj
ωjX

e
ex . (3.167) 

3.12.4. Дискретные частотные передаточные функции  

замкнутой системы 

 Итак, в импульсных системах, как правило, интересуются 

только значениями переменных в дискретные моменты времени. 

На рис. 3.70 показана одноконтурная замкнутая импульсная сис-

тема, соответствующая этому случаю. Дискретные частотные пе-

редаточные функции разомкнутой и замкнутой системы обозна-

чены соответственно )( ωjWр
  и )( ωjWз

 .  

 

Wр
*(jω)

X *(jω) E*(jω) Y *(jω)

Y *(jω)
Wз

*(jω)  
Рис. 3.70. Одноконтурная замкнутая импульсная система  

 

 Для спектров решетчатых функций дискретных сигналов 

справедливы соотношения:  

)()()(Ε ωjYωjXωj   ,  )(Ε)()( ωjωjWωjY р
  . 

Из них получаем выражения дискретных частотных передаточ-

ных функций замкнутой системы относительно выходного сигна-

ла y  и относительно ошибки регулирования ε :  

)(1

)(

)(
)()(

ωjW

ωjW

ωjX
ωjYωjW

р

р
з 









 ,                 (3.168) 

)(1
1

)(
)(Ε)(

ωjWωjX
ωjωjW

р
εx 





 .                (3.169) 

 Формулы (3.168) и (3.169) аналогичны соответствующим 
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формулам для передаточных функций непрерывной системы.  

3.12.5. Вычисление дискретной импульсной переходной  

характеристики по вещественной части дискретной  

частотной передаточной функции  

 В непрерывных системах частотная передаточная функция 

)( ωjW  выражается как фурье-изображение импульсной переход-

ной характеристики )(tw : 
  0 )()( dtetwωjW tωj . Аналогично 

дискретная частотная передаточная функция импульсной систе-

мы )( ωjW   представляет собой фурье-изображение (спектр) ре-

шетчатой импульсной переходной характеристики nw , соответ-

ствующей импульсной переходной характеристике )(tw :  






 
0

)(
n

nωj
newωjW .                          (3.170) 

 Комплексную величину )( ωjW   можно представить в виде  

)()()( ωjVωUωjW   .                      (3.171) 

Зная вещественную часть )(ωU   дискретной частотной переда-

точной функции, можно вычислить решетчатую импульсную пе-

реходную характеристику nw  по формуле  

ωdnωωU
π

w
π

n )cos()(2

0
  .                      (3.172) 

3.12.6. Об эквивалентности импульсной и непрерывной систем  

 Пусть замкнутая импульсная система (рис. 3.71) содержит 

один идеальный импульсный элемент (), преобразующий не-

прерывный сигнал ε  в импульсный сигнал ε  в виде последова-

тельности идеальных импульсов. Площади этих импульсов равны 

значениям непрерывного сигнала ε  в моменты появления им-

пульсов. Импульсы подаются на вход непрерывной части систе-
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мы с передаточной функцией W. При достаточно малом периоде 

импульсов иT  вместо исходной импульсной системы можно рас-

сматривать практически эквивалентную ей непрерывную систе-

му, заменив идеальный импульсный элемент усилительным зве-

ном с коэффициентом передачи равным иT1 .  

 

 W
ε ε* yx

W
ε yx 1

Tи
 

Рис. 3.71. Слева импульсная система, справа эквивалентная ей 
непрерывная система  

 
3.12.7. Аналог критерия Найквиста и логарифмический  

критерий устойчивости  

 К одноконтурной импульсной системе с единичной отрица-

тельной обратной связью (рис. 3.70) применимы те же формули-

ровки критерия Найквиста и логарифмического критерия устой-

чивости, что и для непрерывных систем. Отличие лишь в диапа-

зоне изменения частоты. В непрерывной системе частоту ω  из-

меняют от 0 до  . В импульсной системе частоту ω  изменяют 

от 0 до π , причем в общем случае )( ωjWр
  при πω   равна не 

нулю, а некоторой действительной величине.  

 

4. РЕАКТОР НУЛЕВОЙ МОЩНОСТИ  

 

Под реактором нулевой мощности понимается реактор, 

мощность которого столь мала, что можно пренебречь влиянием 

разогрева реактора на происходящие в нем процессы. Об особен-

ностях реактора ненулевой мощности речь пойдет ниже.  

4.1. Линеаризация уравнений кинетики реактора 

Вернемся к уравнениям кинетики (2.57) и (2.58), выражен-

ным через реактивность. Запишем их без учета внешнего источ-
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ника нейтронов, т.е. будем считать 0внS :  








6

1i
iiCλn

τ
βρ

dt
dn ,                              (4.1) 

ii
ii Cλn

τ
β

dt
dC

 .                                  (4.2) 

Такое упрощение допустимо, поскольку к моменту вывода реак-

тора на уровень мощности, который представляет интерес с точ-

ки зрения автоматического управления, вн
i

ii SCλ 


6

1
.  

Подставив уравнение (4.2) в уравнение (4.1), приведем сис-

тему уравнений кинетики (4.1), (4.2) к следующему виду:  





6

1i

i
dt

dCn
τ
ρ

dt
dn ,                                  (4.3) 

ii
ii Cλn

τ
β

dt
dC

 .                                  (4.4) 

Уравнение (4.3) является нелинейным из-за произведения пере-

менных nρ .  

Будем рассматривать стационарное состояние реактора, т.е. 

состояние, которому соответствуют постоянные значения пере-

менных (другими словами, базовые значения) 00  ρρ , 0nn  , 

0
ii CC   и нулевые значения производных 0dtdn , 0dtdCi . 

Для режима стабилизации мощности представим переменные в 

виде суммы постоянных (базовых) значений и отклонений от 

этих значений:  

iii CCCnnnρρρρ Δ,Δ,ΔΔ 000  .         (4.5) 

Замечание. Поскольку базовое значение реактивности рав-

но нулю ( 00 ρ ), то реактивность ρ  одновременно является и 

отклонением реактивности ρΔ . Однако далее, оперируя с от-
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клонениями переменных, для единообразия будем использовать 

обозначение ρΔ .  

Режим стабилизации мощности характеризуется малыми 

значениями ρΔ , nΔ , iCΔ . В связи с этим нелинейное уравнение 

(4.4) можно линеаризовать. Подставив выражения (4.5) в первое 

уравнение кинетики (4.3), запишем  





6

1

0
6

1

0 ΔΔΔΔΔ
)Δ(Δ

i

i

i

i
dt
Cd

τ
nρn

τ
ρ

dt
Cdnn

τ
ρ

dt
dn .  (4.6) 

Произведением nρΔΔ  можно пренебречь как малой величиной 

второго порядка, в результате чего нелинейное уравнение (4.7) 

переходит в линейное:  

)(Δ
)(Δ)(Δ 06

1
tρ

τ
n

dt
tCd

dt
tnd

i

i 


.                       (4.7) 

Подставим выражения (4.5) во второе уравнение кинетики (4.4):  

iiii
iii CλCλn

τ
βn

τ
β

dt
Cd

ΔΔ
Δ 00  .                   (4.8) 

Учитывая, что для стационарного состояния реактора уравнение 

(4.4) сводится к виду  

000 ii
i Cλn

τ
β

 ,                                   (4.9) 

из уравнений (4.8) и (4.9) получим  

)(Δ)(Δ
)(Δ tCλtn

τ
β

dt
tCd

ii
ii  .                      (4.10) 

Итак, из системы уравнений кинетики для полных перемен-

ных (4.3), (4.4), первое из которых нелинейное,  мы получили ли-

нейные уравнения кинетики (4.7), (4.10) для отклонений пере-

менных от их базовых значений.  

 

4.2. Передаточная функция реактора  

Преобразуем дифференциальные уравнения (4.7) и (4.10) по 
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Лапласу. Поскольку эти уравнения являются уравнениями с ну-

левыми начальными условиями 0)0(Δ n , 0)0(Δ iC , то в ре-

зультате преобразования получим алгебраические уравнения 

наиболее простого вида:  

)(Δ)(Δ)(Δ
06

1
sρ

τ
nsCssns

i
i 


,                     (4.11) 

)(Δ)(Δ)(Δ sn
τ
βsCλsCs i

iii  .                      (4.12) 

Уравнение (4.12) можно записать иначе:  

)(Δ)(Δ)( sn
τ
βsCλs i

ii  .                       (4.12.а) 

Замечание относительно обозначений. Обычно для обо-

значения оригиналов (функций времени t) используют строчные 

буквы, а для обозначения изображений по Лапласу (функций ком-

плексного переменного s) используют прописные буквы, напри-

мер, x и X соответственно. Однако это не всегда удобно. Так, в 

уравнениях кинетики (4.7), (4.10) функции времени обозначены, 

во-первых, не только одной буквой, но и сочетанием из двух букв, 

а во-вторых, в обозначениях использованы и строчные, и пропис-

ные буквы: )(Δ tn , )(Δ tCi , )(Δ tρ . Поэтому в уравнениях (4.11), 

(4.12) изображения этих функций по Лапласу обозначены теми 

же буквами, но с указанием комплексного аргумента s: )(Δ sn , 

)(Δ sCi , )(Δ sρ . Такой способ обозначений будет использоваться 

и далее.  

Из уравнения (4.12.а) выразим )(Δ sCi  и подставим его в 

уравнение (4.11). В результате получим следующее выражение 

передаточной функции реактора:  




















6

1

00
0

1
)(Δ

)(Δ
)(Δ

)(Δ)(

i i

i
R

λs
βτs

sρ
PsP

sρ
nsnsW .    (4.13) 
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Напомним, что передаточная функция есть отношение изо-

бражений по Лапласу выходного сигнала к входному при нуле-

вых начальных условиях. Передаточная функция реактора (4.13) 

соответствует случаю, когда в качестве входного сигнала рас-

сматривается реактивность ρΔ , а в качестве выходного – относи-

тельное отклонение плотности нейтронов 0Δ nn  или равное ему 

относительное отклонение мощности реактора 0Δ PP , где 

0Δ PPP  , P  мощность реактора, 0P   ее базовое значение.  

В формуле (4.13) выражение в скобках приведем к общему 

знаменателю. Тогда передаточная функция (4.13) примет вид  

,
)(

)(

)(Δ
)(Δ

)(Δ
)(Δ)(

65
2

4
3

3
4

2
5

1
6

0

6

1

00
0

asasasasasasas

λs

sρ
PsP

sρ
nsnsW

i
i

R












       (4.14) 

где τa 0 ; 51 ,..., aa   некоторые постоянные, зависящие от τ , 

iβ , iλ ;  




















 



6

1

6

1
6

i i

i

i
i λ

βτλa .  

В формуле (4.14) скобку в знаменателе можно записать в 

ином виде. Для этого приравняем эту скобку нулю и вычислим 

шесть корней 61 ,..., rr  получившегося уравнения, т.е. вычислим 

те значения s, при которых скобка в знаменателе обращается в 

нуль. Тогда многочлен в скобке знаменателя можно записать в 

виде произведения ))...(( 61 rsrs  . В результате передаточная 

функция (4.15) примет вид  













 6

1

6

1
00

0
)(

)(

)(Δ
)(Δ

)(Δ
)(Δ)(

i
i

i
i

R
rsτs

λs

sρ
PsP

sρ
nsnsW .        (4.15) 
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Преобразуем передаточную функцию (4.15) так, чтобы члены в 

скобках, не содержащие s, были равны единице:  













 6

1

'

6

1
00

0
)1(

)1(

)(Δ
)(Δ

)(Δ
)(Δ)(

i
i

i
i

R
sT

sT

s
k

sρ
PsP

sρ
nsnsW .      (4.16) 

В этом случае параметры ii λT 1  и ii rT 1'   называются посто-

янными времени, а параметр  






 6

1

1

i i

i
λ
βτ

k                                     (4.17) 

называется коэффициентом передачи (или коэффициентом уси-

ления). В теории автоматического управления обычно использу-

ются передаточные функции вида (4.16).  

Как следует из передаточной функции (4.16), математиче-

скую модель реактора можно представить в виде последователь-

ного соединения тринадцати типовых звеньев. Это одно интегри-

рующее звено с передаточной функцией sksWи )( , шесть апе-

риодических с передаточными функциями )1(1)( '  sTsW iаi  и 

шесть форсирующих с передаточными функциями 

1)(  sTsW iфi .  

Постоянная времени каждого форсирующего звена равна 

времени жизни запаздывающих нейтронов соответствующей 

группы ii λT 1 . Постоянные времени апериодических звеньев 

'
iT  и коэффициент передачи k зависят как от параметров запазды-

вающих нейтронов iβ  и iλ , так и от эффективного времени жиз-

ни мгновенных нейтронов τ .  

Как известно, если знаменатель передаточной функции при-

равнять нулю, то получим характеристическое уравнение. Из вы-
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ражения (4.16) или (4.15) видно, что не все семь корней характе-

ристического уравнения являются отрицательными. Один корень 

равен нулю (он обусловлен интегрирующим звеном). Таким об-

разом, реактор нулевой мощности не является устойчивой систе-

мой. Так, наличие интегрирующего звена обусловит постоянное 

нарастание мощности при положительном скачке реактивности. 

Напомним, что линейный характер нарастания справедлив лишь 

при малых отклонениях переменных от их значений, соответст-

вующих стабильному уровню мощности. Именно для таких от-

клонений применимо понятие передаточной функции. При боль-

ших отклонениях переменных нарастание мощности, как мы ви-

дели, происходит по экспоненте (рис 2.5).  

4.3. Частотные характеристики реактора  

Напомним, что выражение частотной передаточной функции 

)( ωjW  получается из выражения передаточной функции )(sW  

простой заменой переменной: ωj  вместо s. Здесь ω   круговая 

частота в 1с  (радиан в секунду). Передаточной функции реакто-

ра нулевой мощности (4.16) будет соответствовать частотная пе-

редаточная функция  













 6
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'

6

1
00

0
)1(
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)(Δ
)(Δ

)(Δ
)(Δ)(

i
i

i
i

R
ωjT

ωjT

ωj
k

ωjρ
PωjP

ωjρ
nωjnωjW . (4.18) 

Модуль частотной передаточной функции реактора есть его 

амплитудная частотная характеристика (АЧХ)  

)()( 00 ωjWωA RR  .                              (4.19) 

АЧХ представляет собой зависимость отношения амплитуд сину-

соидальных сигналов от частоты ω  (отношение амплитуды вы-

хода к амплитуде входа). Для реактора это есть отношение ам-
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плитуды относительной мощности 0Δ PP  к амплитуде реактив-

ности ρΔ  как функция частоты синусоидальных сигналов.  

Аргумент частотной передаточной функции реактора есть 

его фазовая частотная характеристика (ФЧХ)  

)(arg)( 00 ωjWωφ RR  .                            (4.20) 

ФЧХ есть зависимость от частоты фазового сдвига между сину-

соидами выходного и входного сигналов.  

Для широкого диапазона частот целесообразно рассматри-

вать логарифмические частотные характеристики реактора: лога-

рифмическую амплитудно-частотную  

)(lg20)(lg20)( 000 ωjWωAωL RRR                 (4.21) 

и логарифмическую фазочастотную  

)(arg)( 00 ωjWωφ RR  .                            (4.22) 

В качестве примера на рис. 4.1 приведены логарифмические 

частотные характеристики реактора на быстрых нейтронах с топ-

ливом из плутония-239. Эффективное время жизни мгновенных 

нейтронов принято равным 8104 τ . Значения параметров за-

паздывающих нейтронов приняты согласно табл. 2.2.  
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Рис. 4.1. Логарифмические частотные характеристики реактора 
на быстрых нейтронах с активной зоной из плутония-239 при эф-

фективном время жизни мгновенных нейтронов 8104 τ  с  
( )(0 ωLR   амплитудная, )(0 ωφR   фазовая)  
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На рис. 4.2 приведены логарифмические частотные характе-

ристики реактора на тепловых нейтронах с топливом из урана-

235 для различных значений эффективного времени жизни мгно-

венных нейтронов. Значения параметров запаздывающих нейтро-

нов соответствуют табл. 2.1.  
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Рис. 4.2. Логарифмические частотные характеристики реактора 
на тепловых нейтронах с активной зоной из урана-235 при раз-
личных значениях эффективного время жизни мгновенных ней-

тронов τ : 345 10,10,10   с  

( )(0 ωLR  амплитудная, )(0 ωφR   фазовая)  
 

Частотные характеристики реактора отражают связь между 

синусоидальными колебаниями реактивности и вызываемыми 

ими синусоидальными колебаниями мощности. Естественно, 

имеются в виду колебания мощности с амплитудами достаточно 

малыми по сравнению с базовым значением мощности (в качест-

ве базового выбран некоторый фиксированный уровень мощно-

сти). Именно при этих условиях допустима линеаризация исход-

ных нелинейных уравнений кинетики.  

Проследим за ходом характеристик, показанных на рис. 4.1 и 4.2, 

по мере увеличения частоты колебаний. При достаточно низких 

частотах наклон логарифмической амплитудной частотной ха-

рактеристики (ЛАЧХ) близок к 20 дБ/дек. При этом логарифми-

ческая фазовая частотная характеристика (ЛФЧХ) близка к 90 . 
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В этом диапазоне частот реактор ведет себя как интегрирующее 

звено. С увеличением частоты наклон постепенно уменьшается и 

в некотором диапазоне частот ЛАЧХ переходит в горизонталь-

ный участок. Диапазон частот горизонтального участка тем шире, 

чем меньше эффективное время жизни мгновенных нейтронов τ . 

Если горизонтальный участок ЛАЧХ достаточно протяженный, 

то в некотором диапазоне частот ЛФЧХ близка к нулю (рис. 4.1, а 

также рис. 4.2 при 510τ  с). Реактор в этом диапазоне частот 

ведет себя как усилительное звено. С дальнейшим увеличением 

частоты наблюдается плавный переход от горизонтального уча-

стка к участку с наклоном 20 дБ/дек. Из приведенных рассужде-

ний следует, что в первом приближении реактор можно предста-

вить как последовательное соединение интегрирующего, форси-

рующего и апериодического звеньев. В отличие от исходной пе-

редаточной функции реактора (4.16) передаточная функция такой 

весьма грубой модели реактора имеет вид  

)1(
)1(

)(
2

1
0 




sTs
sTksW

э

э
R                               (4.23) 

 Если при выводе передаточной функции реактора вместо 

шести групп запаздывающих нейтронов учитывать лишь одну 

эквивалентную группу с параметрами β  и эλ , то в результате 

придем к формуле (4.23). При этом коэффициент передачи k и 

постоянные времени 1эT  и 2эT  равны  

βτλ
τT

λ
T

λ
βτ

k
э

э
э

э

э





 21 ,1,1 .                 (4.24) 

 Как отмечалось ранее, если система представлена в виде 

последовательно соединенных звеньев, то крайне просто постро-

ить асимптотическую ЛАЧХ системы. Поэтому при оценочных 

расчетах нередко ограничиваются использованием именно асим-
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птотических ЛАЧХ. В качестве примера построим асимптотиче-

скую ЛАЧХ реактора на тепловых нейтронах с активной зоной из 

урана-235. Ограничимся учетом лишь одной эквивалентной 

группы запаздывающих нейтронов с параметрами 0065,0β  и 

1c077,0 эλ . В этом случае, как следует из формулы (4.23), ре-

актор представляется в виде последовательного соединения трех 

звеньев: интегрирующего, форсирующего и апериодического.  

Пусть, например, эффективное время жизни мгновенных 

нейтронов равно 310τ  с. Тогда из формулы (4.24) вычислим 

коэффициент передачи реактора 7,11k  и постоянные времени 

форсирующего звена 131 эT  с и апериодического звена 

15,02 эT  с. Частоты сопряжения форсирующего и апериодиче-

ского звеньев равны соответственно 1
11 с077.01  эээ λTω  и 

1
22 с6,61  ээ Tω .  

Ранее упоминался удобный метод построения асимптотиче-

ской ЛАЧХ системы без построения ЛАЧХ отдельных звеньев. 

Чтобы воспользоваться им, полагаем, что коэффициент передачи 

интегрирующего звена равен коэффициенту передачи реактора 

7,11k , а коэффициенты передачи форсирующего и апериоди-

ческого звеньев равны единице. В этом случае на частотах мень-

ших наименьшей частоты сопряжения 1эω  асимптотическая 

ЛАЧХ реактора будет совпадать с ЛАЧХ интегрирующего звена, 

пересекающей ось частот при 1c7,11  kω , и иметь наклон 

20 дБ/дек. В диапазоне частот 21 ээ ωω   к наклону интегри-

рующего звена добавится наклон форсирующего звена. В резуль-

тате в этом диапазоне асимптотическая ЛАЧХ реактора будет 

иметь нулевой наклон (горизонтальный участок). Наконец, начи-
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ная с частоты 2эω , к нулевому наклону добавится наклон 20 

дБ/дек, обусловленный апериодическим звеном (рис. 4.3).  

На рис. 4.3 показаны также асимптотические ЛАЧХ реакто-

ра при 410τ  и 510τ  с. Для этих значений τ  частота сопря-

жения апериодического звена 2эω соответственно равна 65 и 650 

с1. Значение k практически остается прежним.  

 

1 10
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Рис. 4.3. Асимптотические логарифмические амплитудно-

частотные характеристики реактора на тепловых нейтронах с ак-
тивной зоной из урана-235 для различных значений эффективно-
го время жизни мгновенных нейтронов τ  (с) при учете одной эк-

вивалентной группы запаздывающих нейтронов  
 

5. РЕАКТОР НЕНУЛЕВОЙ МОЩНОСТИ  

 

5.1. Обратная связь, обусловленная разогревом реактора  

Уравнения кинетики относятся к реактору нулевой мощно-

сти и описывают зависимость мощности реактора от реактивно-

сти, когда эффект разогрева реактора себя не проявляет. Вход-

ным сигналом реактора нулевой мощности является реактивность 

ρΔ . В качестве выходного сигнала удобно рассматривать относи-

тельное отклонение мощности 000 )(Δ PPPPP   (рис. 5.1.а), 

где P мощность реактора, 0P  ее базовое значение (постоянное 

значение мощности, соответствующее режиму стабилизации), 

0Δ PPP   отклонение мощности от базового значения.  
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Рис. 5.1. Блок-схема реактора ненулевой мощности ( 0RW  и TW  – 
передаточная функция реактора нулевой мощности и мощност-
ной обратной связи соответственно, ΔTW  и 0P   передаточные 

функции, образующие передаточную функцию TW )  
 

С увеличением мощности повышается температура элемен-

тов реактора (твэлы, теплоноситель, замедлитель). Очевидно, что 

одно лишь изменение плотности этих элементов вследствие на-

грева влечет за собой изменение реактивности реактора. При 

этом влияние нагрева того или иного элемента на реактивность 

зависит от конкретной конструкции реактора. Таким образом, для 

описания реактора, работающего на мощности, необходимо 

представить его в виде двух блоков: реактора нулевой мощности 

и охватывающей его обратной связи, отражающей эффект разо-

грева реактора. Обратная связь представляется в виде отдельного 

блока системы, на выходе которого формируется реактивность 

TρΔ , обусловленная относительным отклонением мощности 

(рис. 5.1.а). Нетрудно догадаться (и далее это будет обосновано), 

что TρΔ  зависит от отклонения температур элементов реактора 

от их базовых значений, а эти отклонения, в свою очередь, зави-

сят от отклонения мощности PΔ . С математической точки зрения 

в качестве входного сигнала блока обратной связи (его переда-

точная функция обозначена TW ) удобнее рассматривать 0Δ PP  

(рис. 5.1.а). С физической же точки зрения входным сигналом 

блока обратной связи (его передаточная функция обозначена 

ΔTW ) следовало бы рассматривать PΔ  (рис. 5.1.б). Связь между 
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этими передаточными функциями очевидна: 0
ΔPWW TT  . Эта 

зависимость отражена на рис. 5.1.б введением дополнительного 

усилительного звена с передаточной функцией равной 0P , пре-

вращающего сигнал 0Δ PP  в сигнал PΔ . Далее при рассмотре-

нии реактора ненулевой мощности мы будем пользоваться блок-

схемой, изображенной на рис. 5.1.а.  

Обратную связь, у которой в качестве выходного сигнала 

рассматривается реактивность, а в качестве входного – мощность, 

уместно назвать мощностной обратной связью.  

Итак, для реактора ненулевой мощности в качестве выход-

ного сигнала принято относительное отклонение мощности 

0Δ PP , а в качестве входного сигнала – вносимая извне реак-

тивность RTρΔ  (рис. 5.1.а).  

Для устойчивой работы реактор проектируется так, чтобы 

мощностная обратная связь в целом была отрицательной. В кон-

туре схемы на рис. 5.1.а использован сумматор с инвертировани-

ем. Сигнал с выхода блока мощностной обратной связи подво-

дится к зачерченному сектору сумматора, т.е. обратную связь мы 

рассматриваем как отрицательную. Сигнал на выходе такого 

сумматора формируется в виде разности TRT ρρρ ΔΔΔ  .  

Реактивность TρΔ  часто представляют в виде суммы неких 

составляющих, каждая из которых характеризуется соответст-

вующим коэффициентом передачи. При использовании суммато-

ра с инвертированием сумма этих коэффициентов передачи 

должна быть положительной.  

В схеме замкнутой системы с отрицательной обратной свя-

зью можно использовать и сумматор без инвертирования. В этом 

случае сигнал на выходе сумматора равен TRT ρρρ ΔΔΔ   и об-

ратная связь формально рассматривается как положительная, но 
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с отрицательным суммарным коэффициентом передачи мощно-

стной обратной связи.  

Если в контуре замкнутой системы используется сумматор с 

инвертированием, то к анализу устойчивости такой системы 

применимы привычные формулировки критерия Найквиста.  

Составим уравнения, описывающие температуры наиболее 

существенных элементов активной зоны. Ограничимся описани-

ем температур, усредненных по объему этих элементов.  

Начнем с температуры топлива θ .  

Рассмотрим произвольный момент времени t и бесконечно 

малый интервал времени dt. За время dt в твэлах выделится теп-

ловая энергия, равная P(t)dt, где P – мощность реактора. В то же 

время теплоноситель отведет от твэлов энергию ηθdQ . Согласно 

условию теплового баланса разность этих энергий θdQ  есть 

энергия, воспринятая за время dt твэлами:  

)()()( tdQdttPtdQ ηθθ  .                           (5.1) 

Запишем это уравнение в ином виде:  

dt
tdQ

tP
dt

tdQ ηθθ )(
)(

)(
 .                            (5.2) 

Выразим производные в уравнение (5.2) через соответствующие 

температуры на основании следующих рассуждений.  

Установившемуся (базовому) состоянию реактора соответ-

ствует некоторое количество энергии, воспринятое твэлами. Это-

му количеству энергии соответствует базовое значение темпера-

туры твэлов 0θ . При изменении энергии, содержащейся в твэлах, 

на некоторую величину θQ  температура твэлов изменится – вме-

сто 0θ  она станет равной θ . Энергия θQ  и температуры θ  и 0θ  

связаны соотношением  

])([)( 0θtθCtQ θθ  ,                               (5.3) 
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где θC   полная теплоемкость твэлов. Из уравнения (5.3) выра-

зим производную, входящую в левую часть уравнения (5.2):  

dt
tθdC

dt
tdQ

θ
θ )()(

 .                                 (5.4) 

Производная dttdQηθ )(  в правой части уравнения (5.2) есть 

мощность, отводимая от твэлов теплоносителем через поверх-

ность их соприкосновения. Эта мощность равна  

)]()([
)(

tηtθk
dt

tdQ
ηθ

ηθ  ,                            (5.5) 

где )(tη  – температура теплоносителя, ηθk  – коэффициент теп-

лопередачи от твэлов к теплоносителю. Перепишем уравнение 

(5.2) с учетом соотношений (5.4) и (5.5):  

)()()()( tηtPktθ
dt

tθdT Pθθ  ,                        (5.6) 

где ηθθθ kCT   – постоянная времени твэлов, ηθPθ kk 1  – ко-

эффициент передачи от мощности реактора к температуре твэлов. 

Уравнение (5.6) для базового (установившегося) состояния запи-

шем в виде  

000
0

ηPkθ
dt
θdT Pθθ  ,                            (5.7) 

где 0P  – базовое значение мощности. Уравнение (5.7) записано в 

том же виде, что и уравнение (5.6), хотя ясно, что 00 dtθd .  

Вычитая уравнение (5.7) из уравнения (5.6), получим урав-

нение для отклонений переменных  

)(Δ)(Δ)(Δ)(Δ tηtPktθ
dt

tθdT Pθθ  ,                   (5.8) 

где 0Δ θθθ  , 0Δ PPP  , 0Δ ηηη   – отклонения перемен-

ных от их базовых значений.  

Если в качестве входного сигнала мощностной обратной 
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связи рассматривать относительное отклонение мощности 

0)(Δ PtP , то вместо уравнения (5.8) следует пользоваться урав-

нением (5.8.а):  

)(Δ)(Δ)(Δ)(Δ
0 tη

P
tPktθ

dt
tθdT Pθδθ  ,              (5.8.а) 

где 0Pkk PθPθδ  .  

Уравнения (5.8) и (5.8.а) соответствуют апериодическому 

звену с передаточной функцией )1(1)(  sTsW θθ . Сигналом на 

его выходе является отклонение температуры топлива θΔ . В ка-

честве входного сигнала следует принимать суммарный сигнал, 

записанный в правой части уравнения (5.8) или (5.8.а) (в зависи-

мости от того, какое из этих уравнений используется).  

Аналогично (исходя из условия теплового баланса) составим 

уравнение для средней температуры теплоносителя. За время dt 

через поверхность твэлов к теплоносителю передастся энергия  

dttηtθktdQ ηθηθ )]()([)(  .                          (5.9) 

Поскольку теплоноситель движется, то к этой энергии добавится 

порция энергии )(1 tdQη , вносимая за время dt порцией теплоно-

сителя, поступающего на вход активной зоны. Обозначим объем-

ный расход теплоносителя в секунду ηG , плотность теплоноси-

теля ηγ , его удельную теплоемкость ηc , температуру теплоноси-

теля на входе в активную зону 1η , а на выходе из нее 2η . Оче-

видно, что за время dt порция теплоносителя с массой ηη γdtG  и 

температурой 1η  будет внесена в активную зону. В то же время 

порция такой же массы, но с температурой 2η  будет вынесена из 

активной зоны. Это означает, что из активной зоны будет отведе-

на энергия, воспринятая этой порцией при нагревании ее от 

уровня 1η  до уровня 2η . Эта порция энергии, отводимая от теп-
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лоносителя, соприкасающегося с твэлами, равна  

)]()([)( 1221 tηtηγdtGctdQ ηηηη  .                   (5.10) 

В реакторах на тепловых нейтронах часть тепловой энергии 

νηdQ  передается от теплоносителя к замедлителю:  

dttνtηktdQ νηνη )]()([)(  ,                         (5.11) 

где )(tν   температура замедлителя, νηk   коэффициент теплопе-

редачи от теплоносителя к замедлителю.  

Разность поступающей и отводимой энергии равна энергии 

ηdQ , воспринятой теплоносителем. В результате условие тепло-

вого баланса выразится уравнением  

)()()( 21 tdQdQtdQtdQ νηηηθη  .                  (5.12) 

Учитывая выражения (5.9) – (5.11), приведем уравнение (5.12) к 

следующему виду:  

)]()([)]()([)]()([
)(

12 tνtηktηtηγGctηtθk
dt

tdQ
νηηηηηθ

η  . 

   (5.13) 

Производная в левой части уравнения (5.13) равна  

dt
tηdC

dt
tdQ

η
η )()(

 ,                           (5.14) 

где ηC   полная теплоемкость теплоносителя, окружающего твэ-

лы. Формула (5.14) подобна формуле (5.4) и вытекает из рассуж-

дений, аналогичных тем, что были приведены при написании 

формулы (5.3).  

В первом приближении можно считать, что средняя темпе-

ратура теплоносителя )(tη  есть среднеарифметическая величина 

от температур на входе в активную зону и на выходе из нее:  

2
)()()( 21 tηtηtη 

 .                               (5.15) 

Из уравнения (5.15) выразим )()(2)( 12 tηtηtη   и подставим его 
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в уравнение (5.13). Подставим в уравнение (5.13) также выраже-

ние (5.14). В результате уравнение (5.13) примет вид:  

)()()()()(
11 tηatνatθatη

dt
tηdT ηνθη  ,             (5.16) 

где постоянная времени ηT  и коэффициенты передачи θa , νa , 

1ηa  равны  

.2Σ
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Из уравнения (5.16) вытекает следующее уравнение для отклоне-

ний переменных:  

)(Δ)(Δ)(Δ)(Δ)(Δ
11 tηatνatθatη

dt
tηdT ηνθη  ,       (5.17) 

где 0Δ ηηη  , 0Δ θθθ  , 0Δ ννν  , 0
111Δ ηηη    отклоне-

ния переменных от их базовых (установившихся) значений.  

Из уравнения (5.17) следует, что отклонение температуры 

теплоносителя ηΔ  можно рассматривать как сигнал на выходе 

апериодического звена с передаточной функцией 

)1(1)(  sTsW ηη . При этом входной сигнал представляет собой 

сумму, записанную в правой части уравнения (5.17).  

Полагаем, что вся энергия, переданная от теплоносителя к 

замедлителю, воспринимается замедлителем. Связь между при-

ращениями температуры замедлителя и воспринятой им энергии 

выражается соотношением аналогичным формуле (5.4). Учиты-

вая это, из формулы (5.11) получим следующее уравнение для 

отклонений переменных:  

)(Δ)(Δ)(Δ tηtν
dt

tνdTν  ,                          (5.18) 

где νηνν kCT    постоянная времени, равная отношению пол-
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ной теплоемкости замедлителя νC  к коэффициенту теплопереда-

чи от теплоносителя к замедлителю νηk . Формула (5.18) показы-

вает, что νΔ  можно рассматривать как сигнал на выходе аперио-

дического звена с передаточной функцией )1(1)(  sTsW νν , на 

вход которого подается сигнал ηΔ .  

Замечание. Для быстрых реакторов, в которых замедли-

тель отсутствует, приведенные выше уравнения и параметры, 

относящиеся к замедлителю, следует относить к металлу ак-

тивной зоны, который воспринимает тепло от теплоносителя.  

Можно полагать, что отклонение температуры каждого из 

рассмотренных элементов активной зоны от базового значения 

этой температуры вызовет пропорциональное изменение реак-

тивности, обусловленное этим отклонением температуры:  

ναρηαρθαρ ννηηθθ ΔΔ,ΔΔ,ΔΔ  .              (5.19) 

Коэффициенты пропорциональности θα , ηα , να  в соотношениях 

(5.19) называются температурными коэффициентами реактивно-

сти по соответствующей температуре.  

Результирующее изменение реактивности TρΔ , обусловлен-

ное изменением температур элементов реактора, представим в 

виде суммы  

νηθT ρρρρ ΔΔΔΔ  .                           (5.20) 

5.2. Мощностная обратная связь  

Обратной связи, обусловленной разогревом активной зоны и 

описываемой уравнениями (5.8.а), (5.17) – (5.20), соответствует 

блок-схема на рис. 5.2.  

На блок-схеме помечены передаточные функции: 

)1(1  sTW θθ  и )1(1  sTW ηη , вытекающие из уравнений (5.8) 

и (5.17), и )1(1  sTW νν , соответствующая уравнению (5.18).  
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Рис. 5.2. Блок-схема мощностной обратной связи  

 

Рис. 5.2 показывает, что даже упрощенный подход с ис-

пользованием лишь усредненных по активной зоне температур 

приводит к непростой блок-схеме с переплетенными внутренни-

ми обратными связями.  

Если считать, что температура теплоносителя на входе в ак-

тивную зону поддерживается постоянной ( 0Δ 1 η ), то приведен-

ную на рис. 5.2 блок-схему можно преобразовать и представить в 

виде трех параллельных каналов, как показано на рис. 5.3. 
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Рис. 5.3. Блок-схема мощностной обратной связи, полученная из 

блок-схемы на рис. 5.2 при условии 0Δ 1 η  
 

Замечание. Следует еще раз подчеркнуть, что не только 

полученные уравнения (5.8), (5.17) – (5.20) являются весьма гру-
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бой оценкой влияния разогрева реактора на его реактивность. 

Кроме того, ряд параметров, входящих в эти уравнения, не яв-

ляются константами, они зависят от температур, что вносит 

дополнительную неопределенность.  

5.3. Предельно упрощенная модель мощностной обратной 

связи  

Имея в виду приведенное выше замечание, уместно ограни-

читься рассмотрением предельно упрошенной модели мощност-

ной обратной связи (МОС) в виде одного эквивалентного аперио-

дического звена с передаточной функцией  

1)(Δ
)(Δ)( 0 


sT

k
PsP
sρsW

T

TT
T ,                       (5.21) 

где Tk  и TT   коэффициент передачи и постоянная времени уп-

рощенной МОС соответственно. Использование такой модели 

МОС позволяет предельно наглядно отразить влияние обобщен-

ного коэффициента передачи Tk  и обобщенной постоянной вре-

мени TT  на частотные характеристики реактора и на переходные 

процессы в реакторе. 
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Рис. 5.4. Логарифмические амплитудные )(ωL  и фазовые )(ωφ  
частотные характеристики реактора при различных значениях 

параметров Tk  и TT  мощностной обратной связи, представлен-
ной в виде одного апериодического звена ( )(ωL  в дБ, )(ωφ  в гра-

дусах, ω  в 1с )  
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 На рис. 5.4 приведены логарифмические амплитудные и 

фазовые частотные характеристики реактора на тепловых ней-

тронах с активной зоной из урана-235 при различных значениях 

параметров Tk  и TT  упрощенной мощностной обратной связи. 

Эффективное время жизни мгновенных нейтронов принято рав-

ным 410τ  с.  

 На рис. 5.5 показаны переходные процессы мощности, вы-

званные скачком реактивности 00065,01,0Δ  βρRT , при двух 

значениях коэффициента передачи МОС и одинаковой постоян-

ной времени МОС.  
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Рис. 5.5. Переходные процессы в реакторе при скачке реактивно-
сти βρRT 1,0Δ   при различных значениях параметров МОС  

 

 Рис. 5.4 и 5.5 дают повод напомнить некоторые соответст-

вия между различными характеристиками, рассмотренными в 

разделе, посвященном элементам теории управления.  

Обратим внимание на вид логарифмических характеристик 

реактора при больших частотах. Из рис. 5.4 видно, что начиная с 

частоты примерно 11 с105   они совпадают вне зависимости от 

параметров МОС. Это означает, что на начальном этапе переход-

ные процессы при разных параметрах МОС должны совпадать. 
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Рис. 5.5 подтверждает это соответствие.  

Далее заметим, что при частоте, стремящейся к нулю, ЛАЧХ 

при наличии мощностной обратной связи выходят на некоторый 

постоянный уровень. Это означает, что при скачкообразном 

входном сигнале установившееся значение выходного сигнала 

равно передаточной функции при s = 0 (или что то же самое, час-

тотной передаточной функции при 0ω ), умноженной на вели-

чину входного сигнала. В нашем случае установившееся значе-

ние выходного сигнала определяется по формуле  

T

RT

s
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R

st k
ρ

s
ρ
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P
tP ΔΔ

)()(1
)()(Δ)(Δ

00

0

0
00 





  

и равно 0,13 при 005,0Tk  и 0,026 при 025,0Tk .  

 Теперь рассмотрим логарифмические характеристики во 

всем диапазоне частот. Мысленно заменим их приближенными 

предельно упрощенными характеристиками. Это позволит нам 

представить реактор в виде предельно малого набора звеньев. 

Обратим внимание на весьма выразительные логарифмические 

частотные характеристики реактора, соответствующие 

025,0Tk  (рис. 5.4). Из их вида следует, что в первом прибли-

жении можно представить реактор в виде последовательного со-

единения форсирующего звена и двух апериодических (здесь нам 

важно подчеркнуть наличие форсирующего звена). На возмож-

ность представить реактор набором таких же звеньев указывает и 

вид частотных характеристик, соответствующих 001,0Tk . При 

005,0Tk  присутствие форсирующего звена также просматри-

вается, но не столь четко. Существенное отличие характеристик, 

соответствующих 025,0Tk  и 001,0Tk , заключается в том, 

что при 025,0Tk  из всех звеньев наименьшую частоту сопря-

жения (т.е. наибольшую постоянную времени) имеет форсирую-
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щее звено, а при 001,0Tk  – апериодическое. В результате при 

большом коэффициенте передачи МОС ( 025,0Tk ) амплитуд-

ные характеристики имеют всплеск, т.е. ЛАЧХ достигают макси-

мума не на низких, а на промежуточных частотах. Ранее при рас-

смотрении элементов теории управления указывалось, что из-за 

наличия нуля в передаточной функции (т.е. из-за наличия форси-

рующего звена) переходный процесс может иметь заметное пере-

регулирование, если постоянная времени форсирующего звена 

достаточно велика. К примеру, по ЛАЧХ, соответствующей 

025,0Tk  и 8TT  с (рис 5.4), оценим частоту сопряжения фор-

сирующего звена. Она примерно равна 11 с10  . Следовательно, 

постоянная времени форсирующего звена примерно равна 10 с, 

т.е. достаточно большая по сравнению с постоянными времени 

апериодических звеньев. Соответствующий этим параметрам 

МОС переходный процесс мощности, показанный на рис. 5.5, 

действительно отличается большим перерегулированием. Чтобы 

подчеркнуть величину этого перерегулирования, на рис. 5.5 пока-

зан также переходный процесс при 005,0Tk .  

 На рис 5.1 реактор ненулевой мощности представлен в ви-

де замкнутой одноконтурной системы с отрицательной обратной 

связью. Для оценки устойчивости замкнутой системы удобно 

пользоваться критерием Найквиста. Для этого замкнутая система 

должна быть представлена в виде блока прямого канала, охва-

ченного единичной отрицательной обратной связью. Критерий 

Найквиста позволяет судить об устойчивости замкнутой системы 

по частотным характеристикам разомкнутой системы. Поскольку 

обратная связь единичная, передаточная функция разомкнутой 

системы равна передаточной функции блока прямого канала. Для 

оценки устойчивости не имеет значения, какой сигнал в замкну-

той системе выбрать в качестве выходного. В нашем случае в ка-
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честве выходного сигнала удобно выбрать не относительное от-

клонение мощности, а реактивность на выходе блока мощност-

ной обратной связи. Тогда передаточная функция разомкнутой 

системы примет наиболее простой вид:  

)()()( 0 sWsWsW TRраз  .  

 На рис. 5.6 показаны логарифмические частотные харак-

теристики разомкнутой системы. Фазовые характеристики распо-

лагаются выше линии 180 . Следовательно, замкнутая систе-

ма устойчива. Иначе говоря, реактор ненулевой мощности в ре-

жиме саморегулирования (т.е. без автоматического регулятора) 

устойчив.  
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Рис. 5.6. Логарифмические амплитудные )(ωLраз  и фазовые 

)(ωφраз  частотные характеристики разомкнутой системы при 

различных значениях параметров Tk  и TT  мощностной обратной 
связи, представленной в виде одного апериодического звена 

( )(ωLраз  в дБ, )(ωφраз  в градусах, ω  в 1с )  
 

5.4. Обратная связь, обусловленная отравлением продуктами 

деления 

Реакторам на тепловых нейтронах присуща одна особен-

ность, не проявляющаяся в реакторах на быстрых и промежуточ-

ных нейтронах. Это отравление реактора продуктами деления 

урана-235. Наибольший вклад в процесс отравления вносят ядра 
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ксенона-135 ( Xe135 ). Часть этих ядер образуется непосредствен-

но в результате деления урана-235. Основная же часть ксенона-

135 образуется по следующей цепочке. В результате деления 

урана-235 образуется теллур-135, который переходит с очень ма-

лым периодом полураспада (0,5 мин) в йод-135, а тот, в свою 

очередь, с большим периодом полураспада (6,7 час) переходит в 

ксенон-135. Одновременно происходит радиоактивный распад 

ксенона-135, но с существенно более длительным периодом по-

лураспада (по цепочке ксенон – цезий – барий). В результате в 

реакторе, работающем на стабильном уровне мощности, устанав-

ливается некоторая равновесная концентрация ксенона. Эта кон-

центрация тем больше, чем больше уровень мощности, на кото-

ром длительное время работает реактор. 

Суть отравления реактора на тепловых нейтронах заключа-

ется в том, что ксенон- 135 является поглотителем нейтронов. 

Увеличение концентрации ксенона приводит к уменьшению ко-

эффициента размножения, т.е. к уменьшению реактивности. Для 

работы реактора на стабильном уровне мощности реактивность 

должна поддерживаться на нулевом уровне. Следовательно, эф-

фект уменьшения реактивности, обусловленный наличием ксено-

на, необходимо компенсировать эффектом увеличения реактив-

ности посредством органов управления. Отсюда следует, что для 

того чтобы реактор мог работать не на нулевой, а на номиналь-

ной мощности масса топлива в нем должна превышать критиче-

скую массу.  

Отметим еще одно необычное проявление эффекта отравле-

ния ксеноном.  

Рассмотрим, что происходит при остановке реактора на теп-

ловых нейтронах. Плотность нейтронов падает практически до 

нуля и убыль ксенона за счет поглощения им нейтронов прекра-
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щается. В то же время в течение нескольких часов продолжает 

идти процесс по увеличению концентрации ядер ксенона-135 

вследствие распада йода-135. Уменьшение же концентрации ксе-

нона-135 за счет радиоактивного распада происходит существен-

но медленнее из-за длительного периода полураспада. Вследст-

вие наложения процесса накопления и процесса распада ядер 

ксенона-135 концентрация ксенона после остановки реактора 

сначала увеличивается, достигая максимума примерно через 11 

часов, а затем падает (рис. 5.7).  
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Рис. 5.7. Изменение концентрации ксенона Xec  в относительных 
единицах после остановки реактора (t  время после остановки в 

часах)  
 

Пик концентрации ксенона тем больше, чем больше была мощ-

ность, на которой работал реактор. Крайне важно то, что этот пик 

может превышать равновесный уровень концентрации ксенона во 

много раз. Таким образом, при остановке реактора его реактив-

ность может уменьшаться до очень низкого уровня. Это может 

привести к тому, что в течение продолжительного времени после 

остановки реактор нельзя будет запустить вновь из-за невозмож-

ности достичь критической массы. Поясним это с помощью гра-

фика на рис. 5.7.  

Предположим, что запас реактивности в реакторе таков, что 

им можно скомпенсировать отрицательный эффект отравления 

ксеноном, соответствующий той концентрации ксенона, которая 

достигается спустя 0,5 часа после остановки реактора. Из рис. 5.7 
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видно, что если не запустить реактор в течение этого получаса, то 

с данным запасом реактивности запустить реактор вновь можно 

будет лишь по прошествии примерно 40 часов после остановки.  

Рис. 5.7 позволяет сделать еще один существенный вывод. 

Итак, при остановке реактора, иначе говоря, при отрицательном 

скачке мощности с некоторого уровня практически до нуля, кон-

центрация ксенона сначала растет, а затем падает (рис. 5.7). Кри-

вой изменения концентрации ксенона соответствует подобная 

кривая изменения реактивности, но с противоположным знаком: 

концентрация увеличивается – реактивность уменьшается и на-

оборот. Таким образом, отрицательному скачку мощности соот-

ветствует отрицательное изменение реактивности, при этом по 

модулю реактивность сначала увеличивается, а затем уменьшает-

ся. Это означает, что эффект отравления в первом приближении 

можно смоделировать введением блока обратной связи, состоя-

щего из двух апериодических звеньев, соединенных параллельно, 

причем коэффициенты передачи этих звеньев должны иметь раз-

ные знаки. У звена с положительным коэффициентом передачи 

постоянная времени лежит в районе 5 часов, а у звена с отрица-

тельным коэффициентом – в районе 30 часов. Эта достаточно 

грубая оценка постоянных времени позволяет, тем не менее, сде-

лать принципиально важный вывод. Важно, что эти постоянные 

времени на несколько порядков больше как постоянных времени 

реактора нулевой мощности, так и постоянных времени мощно-

стной обратной связи. В связи с этим можно не учитывать обрат-

ную связь, обусловленную отравлением ксенона, при анализе ос-

новного режима работы реактора – режима стабилизации мощно-

сти. Очень медленное изменение реактивности, обусловленное 

отравлением, будет без труда компенсироваться органами управ-

ления либо в автоматическом режиме (автоматическим регулято-

ром и компенсирующими органами), либо оператором вручную.  
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6. РЕАКТОР С АВТОМАТИЧЕСКИМ РЕГУЛЯТОРОМ  

 

 На рис. 6.1 показана блок-схема автоматической системы 

“регулятор – реактор”, обеспечивающей основной режим работы: 

стабилизацию мощности реактора, т.е. поддержание мощности на 

заданном уровне. Заданный уровень мощности принят в качестве 

базового, относительно которого и была получена ранее переда-

точная функция реактора нулевой мощности )(0 sWR . На рис. 6.1 

также указаны передаточные функции мощностной обратной свя-

зи )(sWT , реактора с учетом мощностной обратной связи )(sWRT  

и автоматического регулятора )(sWA . 
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Рис. 6.1. Блок-схема стабилизации мощности реактора.  

 

В качестве выходного сигнала системы принято относитель-

ное отклонение мощности от ее базового значения 

000 )(Δ PPPPP  , где P  и 0P   текущее и базовое значение 

мощности соответственно. В качестве входного сигнала системы 

принято задающее (желаемое) значение относительного отклоне-

ния мощности от ее базового значения 0Δ PPз . Очевидно, для 

режима стабилизации 0Δ 0 PPз . На вход автоматического ре-

гулятора подается разность 00 ΔΔ PPPPε зP  (ошибка регу-

лирования).  

На рис. 6.1 ρΔ  – отклонение реактивности реактора нулевой 
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мощности от ее базового значения, а ρΔ  с другими индексами – 

его составляющие. Для режима стабилизации базовые значения 

как суммарной реактивности, так и ее составляющих приняты 

нулевыми, поэтому значения отклонений и самих реактивностей 

совпадают. Учитывая это, для краткости вместо словосочетания 

“отклонение реактивности” будем говорить “реактивность”: ре-

активность мощностной обратной связи TρΔ , автоматического 

регулятора AρΔ , возмущающая реактивность FρΔ  (вносимая из-

вне), реактивность реактора ненулевой мощности RTρΔ .  

Рис. 6.1 соответствует также и режиму автоматического пе-

ревода с уровня мощности 0P  на новый уровень 1P , если раз-

ность этих уровней можно считать достаточно малой величиной 

по сравнению с 0P . В этом случае задающий сигнал 0Δ PPз  бе-

рется отличным от нуля, но по модулю существенно меньшим 

единицы (только при таком условии можно пользоваться переда-

точной функцией )(0 sWR ). После перехода на новый уровень 

мощности 1P  при дальнейшем анализе режима стабилизации под 

базовым значением 0P  следует понимать новое установившееся 

значение мощности 1P .  

Указанные на рис. 6.1 входные сигналы (задающий 0Δ PPз  

и возмущающий FρΔ ) приложены к разным точкам системы ре-

гулирования. Если отвлечься от физических представлений, то 

систему регулирования можно представить в ином виде (рис. 

6.2). Относительно выходного и входных сигналов системы на 

рис. 6.1 и 6.2 эквивалентны.  

На рис. 6.2 возмущающий сигнал после прохождения через 

дополнительный блок с передаточной функцией AW1  подается 

на ту же точку, что и задающий сигнал, т.е. на вход замкнутой 
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системы с единичной отрицательной обратной связью. Так если 

skW AA  , а )(1)(Δ tRtρF  , т.е. возмущающий сигнал изменя-

ется скачком на величину R, то это эквивалентно подаче на вход 

замкнутой системы с единичной обратной связью единичного 

импульса увеличенного в AkR  раз: AF kRtδρ )(~Δ  .  
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Рис. 6.2. Блок-схема эквивалентная схеме на рис. 6.1  

 

Будем рассматривать два варианта автоматического регу-

лятора: в виде интегрирующего звена (наиболее простой вид) и в 

виде последовательного соединения интегрирующего и аперио-

дического звена. В первом варианте передаточная функция регу-

лятора равна sksW AA )( , а во втором  )1()(  sTsksW AAA , 

где Ak  и AT  – соответственно коэффициент передачи и постоян-

ная времени регулятора. Введение апериодического звена во вто-

ром варианте позволяет отразить запаздывание сигнала в регуля-

торе. Таким образом, первый вариант есть частный случай второ-

го, больше приближенного к реальности.  

Передаточную функцию мощностной обратной связи возь-

мем равной )1()(  sTksW TTT  (апериодическое звено).  

Наличие интегрирующего звена в регуляторе делает систему 

регулирования астатической. В такой системе при изменении ре-

активности скачком на величину R, т.е. при )(1)(Δ tRtρF  , уста-

новившаяся ошибка регулирования будет равна нулю. Действи-

тельно, согласно теореме о конечном значении  
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При 0s  TRT ksW 1)(  , а )(sWA . В результате получим 

0)( tεP .  

Тот же результат получим и при мощностной обратной свя-

зи, представленной в виде последовательного соединения апе-

риодических звеньев (а также, возможно, и колебательных) и 

форсирующих звеньев. При 0s  передаточная функция такой 

обратной связи равная 
))(...)(...1(

)(...)1()(
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T
TT  стремится к 

Tk  (как и в случае TW  в виде апериодического звена). Таким об-

разом, установившаяся ошибка регулирования получается нуле-

вой и для более сложного вида мощностной обратной связи.  

Если автоматический регулятор не будет содержать интег-

рирующего звена, то получим статическую систему регулирова-

ния, в которой 0)( tεP . Так если )1()(  sTksW AAA  или 

)12()( 22  sTξsTksW AAAA , то при 0s  AA ksW )(  и  
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Таким образом, автоматический регулятор, содержащий ин-

тегрирующее звено, представляется более целесообразным.  

Для примера оценим влияние параметров двух вариантов 

автоматического регулятора и мощностной обратной связи на 

динамику теплового уранового реактора с эффективным време-

нем жизни мгновенных нейтронов 410τ  с. Мощностную об-

ратную связь представим предельно просто – в виде апериодиче-

ского звена с передаточной функцией )1()(  sTksW TTT . По-
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стоянную времени примем равной 8TT  с, а коэффициенту пе-

редачи Tk  будем придавать различные значения.  

 Напомним, что об устойчивости замкнутой системы с 

единичной отрицательной обратной связью удобно судить по ло-

гарифмическим частотным характеристикам разомкнутой систе-

мы. Для рассматриваемой замкнутой системы (рис. 6.1, 6.2) пере-

даточная функция разомкнутой системы равна  

)()()( sWsWsW RTAраз  . 

Сначала рассмотрим систему с автоматическим регулятором 

в виде интегрирующего звена с передаточной функцией 

sksW AA )( .  
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Рис. 6.3. Логарифмические амплитудная )(ωLраз  и фазовая 

)(ωφраз  частотные характеристики разомкнутой системы, соот-
ветствующие замкнутой системе “регулятор – реактор” с регуля-
тором в виде интегрирующего звена ( разL  в дБ, разφ  в градусах, 

ω  в 1c , τ  и TT  в с, Ak  в 1c )  
 

 Логарифмические частотные характеристики разомкнутой 

системы показаны на рис. 6.3. Они соответствуют различным 

значениям коэффициентов передачи мощностной обратной связи 

и регулятора. При всех значениях параметров во всем диапазоне 

частот ω  логарифмическая фазовая частотная характеристика 
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разомкнутой системы располагается выше уровня 180 , т.е. 

πωφраз )( . Следовательно, замкнутая система устойчива.  
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Рис. 6.4. Влияние коэффициента передачи регулятора в виде ин-
тегрирующего звена на переходные процессы мощности при 

скачке реактивности (t  время в с)  
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Рис. 6.5. То же, что и рис. 6.4, но при большем коэффициенте пе-
редачи мощностной обратной связи Tk   

 

 На рис. 6.4 и 6.5 показаны переходные процессы относи-

тельного отклонения мощности 0Δ PP  при скачкообразном уве-

личении реактивности ( βρF 1,0Δ  ). До скачка реактивности ре-

актор работал на стабильном уровне ( 0Δ 0 PP ). Рис. 6.4 соот-

ветствует коэффициенту передачи мощностной обратной связи 

001,0Tk , а рис. 6.5 – большему коэффициенту передачи 

005,0Tk . Справа показаны те же процессы, что и слева, но в 
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ином масштабе времени.  

 В разделе, в котором рассматривались элементы теории 

управления, отмечалась связь характера переходного процесса в 

замкнутой системе с видом логарифмической амплитудной час-

тотной характеристикой (ЛАЧХ) разомкнутой системы в районе 

частоты среза (частоты, при которой ЛАЧХ пересекает ось час-

тот). Проследим эту связь по рис. 6.3–6.5.  

 Обратим внимание на вид ЛАЧХ (рис. 6.3) в районе часто-

ты среза при коэффициенте передачи регулятора 1,0Ak  и 

01,0Ak , а также при 001,0Ak  1c .  

 Посмотрим сначала на ЛАЧХ при 1,0Ak . Во-первых, в 

районе частоты среза (причем в широком диапазоне) ЛАЧХ, со-

ответствующие 001,0Tk  и 005,0Tk , практически совпадают. 

Во-вторых, ЛАЧХ в этом районе имеют наклон примерно равный 

20 дБ/дек. При таком характере ЛАЧХ разомкнутой системы 

следует ожидать, что выходные сигналы в замкнутой системе для 

обоих значений Tk , во-первых, практически не будут отличаться, 

а во-вторых, при скачкообразном или импульсном входном сиг-

нале они будут иметь экспоненциальный характер.  

То же относится и к случаю, когда 01,0Ak  1c .  

Отметим также, что частота среза при 1,0Ak  1c  больше, 

чем при 01,0Ak  1c . Это означает, что при 1,0Ak  переход-

ные процессы будут протекать быстрее, чем при 01,0Ak .  

Переходные процессы на рис. 6.4 и 6.5 подтверждают эти 

связи между ЛАЧХ разомкнутой системы и переходными про-

цессами замкнутой системы.  

Теперь посмотрим на ЛАЧХ при 001,0Ak  1c . Левее час-

тоты среза наклон ЛАЧХ для 005,0Tk  близок к 20 дБ/дек, а 
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для 001,0Tk  он заметно круче. В связи с этим следует ожидать, 

что при 001,0Tk  переходный процесс будет иметь колебатель-

ный характер. На рис. 6.4 переходный процесс, соответствующий 

001,0Ak  1c  и 001,0Tk , действительно, имеет слабо колеба-

тельный характер с незначительным отрицательным выбросом.  

 Теперь рассмотрим автоматический регулятор в виде по-

следовательного соединения апериодического и интегрирующего 

звена с передаточной функцией  )1()(  sTsksW AAA .  
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Рис. 6.6. Логарифмические амплитудная )(ωLраз  и фазовая 

)(ωφраз  частотные характеристики разомкнутой системы, соот-
ветствующие замкнутой системе “регулятор – реактор” с регуля-
тором в виде интегрирующего звена совместно с апериодическим 
( разL  в дБ, разφ  в градусах, ω  в 1c , τ , TT  и AT  в с, Ak  в 1c ) 

 

 На рис. 6.6 для одного из наборов параметров мощностной 

обратной связи ( 8TT  с, 001,0Tk ) показаны логарифмические 

частотные характеристики разомкнутой системы. Постоянная 

времени апериодического звена регулятора принята равной 

5,0AT  с. Рис. 6.6 показывает, что при указанных значениях ко-

эффициента передачи регулятора Ak  замкнутая система устойчи-

ва, но с ростом Ak  запас и по амплитуде LΔ , и по фазе φΔ  

уменьшаются. При 1,0Ak  1c  замкнутая система приближается 



 161

к границе устойчивости, запасы по амплитуде и фаза составляют 

примерно 10 дБ и 15  соответственно.  

 На рис. 6.7 показаны переходные процессы мощности при 

скачке реактивности βρF 1,0Δ  . Рис. 6.7 иллюстрирует влияние 

на переходные процессы не только коэффициента передачи регу-

лятора, но и постоянной времени апериодического звена входя-

щего в регулятор. Переходные процессы слева соответствуют по-

стоянной времени регулятора: 2,0AT  с, а справа – 5,0AT  с. 

Параметры мощностной обратной связи одинаковые ( 8TT  с, 

001,0Tk ).  
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Рис. 6.7. Влияние коэффициента передачи и постоянной времени 
регулятора на переходные процессы мощности при скачке реак-

тивности (t  время в с)  
 

 И здесь проследим связь между переходными процессами 

в замкнутой системе и логарифмическими амплитудными час-

тотными характеристиками (ЛАЧХ) разомкнутой системы (рис. 

6.7 справа и рис. 6.6). Из рис. 6.6 видно, что с ростом Ak  от 0,001 

до 0,1 1c  наклон ЛАЧХ в районе частоты среза увеличивается 

(по модулю) примерно от 20 до 40 дБ/дек. Это значит, что при 

увеличении Ak  переходные процессы будут становиться все бо-

лее колебательными, иначе говоря, степень их затухания с ростом 

Ak  будет уменьшаться. Кроме того, с увеличением Ak  увеличи-
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вается и частота среза. Это значит, что с увеличением коэффици-

ента передачи регулятора будет увеличиваться частота колеба-

ний. Рис. 6.7 подтверждает указанные соответствия.  

Тот же характер переходных процессов (хотя и в меньшей 

степени) наблюдается и при 2,0AT  с (рис. 6.7, слева).  

 

7. ИМПУЛЬСНЫЙ БЫСТРЫЙ РЕАКТОР  

ПЕРИОДИЧЕСКОГО ДЕЙСТВИЯ ИБР-2  

 

Импульсный реактор на быстрых нейтронах периодического 

действия ИБР-2 является уникальным по принципу действия, по 

конструкции, по параметрам. Реактор генерирует узкие импульсы 

мощности с периодом 2,0T  с. Амплитуды импульсов мощно-

сти mP  почти на три порядка больше средней мощности за пери-

од P  ( P 2 МВт, mP 1500 МВт). Топливом служит двуокись 

плутония, теплоносителем – жидкий натрий. 

Импульсный реактор подвержен существенным возмущени-

ям реактивности и очень чувствителен к этим возмущениям. 

Флуктуации амплитуд импульсов мощности достигают %40  в 

режиме стабилизации (для сравнения: флуктуации мощности 

стационарного реактора с урановым топливом в 20 раз меньше). 

Аварийная защита срабатывает при отклонении средней мощно-

сти на %20 , а также при отклонении амплитуды импульса 

мощности на +100 и 50% от заданных значений. При срабаты-

вании аварийной защиты реактивность за 0,2 c уменьшается так, 

что следующий импульс мощности не возникает.  

По сравнению со стационарным реактором режим работы 

импульсного реактора можно назвать экстремальным. В связи с 

этим динамика конкретного импульсного реактора представляет 

несомненный интерес.  
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7.1. Конструкция и принцип действия  

Активная зона имеет форму вертикальной шестигранной 

призмы. Все грани призмы кроме одной окружены отражателями, 

которые могут перемещаться в вертикальном направлении, в той 

или иной степени приоткрывая активную зону и, тем самым, из-

меняя плотность нейтронов в активной зоне вследствие измене-

ния утечки нейтронов из нее. Эти отражатели играют роль орга-

нов управления и защиты: компенсирующих органов, автомати-

ческого регулятора, промежуточного регулятора и аварийной за-

щиты, обеспечивающей прекращение цепной реакции. Компен-

сирующие органы компенсируют выгорание топлива и отрица-

тельную реактивность обратной связи, обусловленную разогре-

вом реактора. Автоматический регулятор поддерживает мощ-

ность на заданном уровне. Промежуточный регулятор включает-

ся оператором для компенсации медленных уходов реактивности 

с тем, чтобы автоматический регулятор не выходил из своей 

средней зоны, где его реактивность зависит от перемещения 

практически линейно.  

Мимо свободной грани проходит подвижный отражатель, 

который состоит из двух стальных лопастей (рис. 7.1). Лопасти 

вращаются в противоположные стороны с разными скоростями в 

кожухе, заполненном гелием. Скорость основного подвижного 

отражателя 600 об/мин, дополнительного – 300 об/мин.  

Когда лопасти проходят мимо активной зоны одновременно, 

создается импульс реактивности. В штатном режиме положение 

органов управления таково, что реактор в течение ~ 400 мкс на-

ходятся в надкритическом состоянии на мгновенных нейтронах. 

В течение этого времени происходит стремительный рост мощ-

ности. Когда лопасти отходят от активной зоны реактивность 

резко уменьшается, реактор становится глубоко подкритическим, 

мощность реактора стремительно падает (рис. 7.2).  
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Рис. 7.1. Подвижный отражатель реактора ИБР-2 (1 – активная 
зона реактора, 2 и 3 – основной и дополнительный подвижный 

отражатель соответственно)  
 

ε
0 t

t0t t

P P
Eи

εm

 
Рис. 7.2. Импульс мощности (P) и верхняя часть импульса реак-
тивности на мгновенных нейтронах ( ε ). иE   энергия импульса 

мощности, t – время,   tt  – интервал надкритичности, mε   
максимальное значение реактивности на мгновенных нейтронах  

 

Эффективность подвижного отражателя ПОkΔ  (т.е. обу-

словленное подвижным отражателем изменение реактивности от 

максимума до минимума) очень большая (до модернизации реак-

тора 025,0Δ ПОk , сейчас 03,0Δ ПОk , т.е. 3%). Поэтому между 

импульсами мощности состояние реактора глубоко подкритиче-

ское. При прохождении мимо активной зоны только основного 

подвижного отражателя создаются побочные импульсы реактив-

ности малой амплитуды, не оказывающие существенного влия-
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ния на работу реактора (реактор остается глубоко подкритиче-

ским). В результате реактор генерирует очень узкие импульсы 

мощности. Ширина импульса мощности на половине высоты 

равна ~250 мкс, период же импульсов равен 0,2 c. Поэтому при 

моделировании импульсы мощности удобно полагать идеальны-

ми (бесконечно узкими). Амплитуды импульсов мощности пре-

вышают среднюю мощность реактора почти на три порядка, 

мощность между импульсами (мощность фона) на порядок 

меньше средней мощности (рис. 7.3). В импульсах мощности вы-

деляется 92% генерируемой реактором энергии, между импуль-

сами лишь 8%. 
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Рис. 7.3. Изменение во времени t реактивности на мгновенных 

нейтронах � и мощности P между соседними импульсами мощ-
ности при средней мощности 1,35 МВт (�  в абсолютных еди-

ницах, P – в относительных, t – в мс)  
 

В процессе эксплуатации реактора (реактор работает с 1984 

г.) подвижный отражатель усовершенствовался. Так, до 2003 г. 

оба отражателя вращались в одну сторону. Скорость основного 

подвижного отражателя составляла 1500 об/мин, вследствие чего 

между основными импульсами реактивности создавалось 4 по-

бочных импульса, а не один как сейчас.  

7.2. Исходные уравнения кинетики. Допущения при описании 

мощности  

Повторим выраженные через реактивность уравнения кине-
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тики (2.57) и (2.58):  

вн
N

i
ii SCλn

τ
βρ

dt
dn i




 
1

,                       (2.57) 

ii
ii Cλn

τ
β

dt
dC

 ,                               (2.58) 

где n – плотность нейтронов в реакторе; ρ   реактивность; iN  – 

количество групп запаздывающих нейтронов; iβ , β   соответст-

венно доля запаздывающих нейтронов группы i и суммарная; iC , 

iλ   соответственно концентрация и постоянная распада источ-

ников запаздывающих нейтронов группы i; внS  – интенсивность 

постоянного источника нейтронов (внешнего источника); τ   эф-

фективное время жизни мгновенных нейтронов; t – время.  

В уравнениях (2.57) и (2.58) сделаем замену переменных: от 

плотности нейтронов перейдем к мощности и от интенсивности 

источников нейтронов к нормированной интенсивности, выра-

женной в единицах мощности. В результате уравнения кинетики 

примут следующий вид:  

cSSP
β
ε

dt
dP

β
τ

 ,                                (7.1) 


i

iSS ,                                         (7.2) 

PμS
dt

dS
λ ii

i

i


1 ,                                  (7.3) 

где nkP n   мощность реактора ( nk   коэффициент пропорцио-

нальности между мощностью и плотностью нейтронов); βρε   

 реактивность на мгновенных нейтронах; βSτkS внnc  , 

βCτλkS iini  , 
i

iSS   нормированная интенсивность соот-

ветственно постоянного источника нейтронов, источников запаз-

дывающих нейтронов группы i и суммарная.  
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 Замечание. Дифференциальное уравнение (7.1) нелинейное 

из-за произведения реактивности и мощности. Дифференциаль-

ное уравнение (7.3) линейное. Оно соответствует апериодиче-

скому звену с коэффициентом передачи iμ  и постоянной времени 

iλ1 . Входным сигналом этого апериодического звена является 

мощность P, а выходным – нормированная интенсивность ис-

точников запаздывающих нейтронов i-й группы iS . Суммарную 

интенсивность S можно рассматривать согласно уравнению 

(7.2) как результирующий сигнал на выходе блока запаздываю-

щих нейтронов, состоящего из iN  параллельно соединенных апе-

риодических звеньев (например, шести или восьми).  

 В качестве базового режима работы реактора принят ре-

жим с установившимися (в среднем) амплитудами импульсов 

мощности (равновесное состояние). Параметры, соответствую-

щие этому режиму будем помечать верхним индексом 0.  

Энергия фона. Мощность фона получим из уравнения (7.1), 

полагая 0dtdP :  

)( c
ф

ф SS
ε
βP 


 .                                 (7.4) 

Здесь фε   реактивность фона равная  

ПОmф kεε Δ ,                                   (7.5) 

где mε   максимум реактивности в импульсе; ПОkΔ   эффектив-

ность подвижного отражателя. Энергию фона получим, умножая 

мощность фона на период импульсов мощности иT :  

)(
Δ c

mПО

и
ифф SS

εk
TβTPE 


 .                     (7.6) 

Поскольку MRkΔ  много больше, чем 0
mε  (более чем на поря-

док), а 0
mε  существенно больше, чем возможные отклонения mε  
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от базового значения 0
mε , то формулу (7.6) можно упростить:  

)(
Δ 0 c

mПО

и
ифф SS

εk
TβTPE 


 .                  (7.6.а) 

Далее будет использоваться именно эта упрощенная формула.  

Между импульсами выделяется лишь 8% от всей энергии 

реактора. Поэтому допустимо следующее упрощение: считаем, 

что энергия фона выделяется не непрерывно, а в виде бесконечно 

узких импульсов, совмещенных с импульсами мощности.  

Энергия импульса мощности выражается формулой  

)( cSSME  ,                                    (7.7) 

где M  импульсный коэффициент передачи (импульсное умно-

жение), cSS    суммарная нормированная интенсивность ис-

точников нейтронов перед импульсом реактивности. M имеет 

размерность времени (с), так как согласно уравнениям (7.1)–(7.3) 

iS , S и cS  выражаются в тех же единицах, что и мощность P.  

Импульсный коэффициент передачи M (рис. 7.4), вычис-

ленный по уравнениям (7.1)–(7.3) и (7.7), является нелинейной 

функцией от максимума реактивности в импульсе mε  (рис. 7.2).  
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Рис. 7.4 Импульсный коэффициент передачи M как функция mε  в 

широком диапазоне (слева) и в узком диапазоне (справа)  
 

Рис. 7.4 соответствует параметрам запаздывающих нейтронов, 

приведенным в табл.2.3, эффективному времени жизни мгновен-
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ных нейтронов 8105,6 τ  с и эффективности подвижного от-

ражателя 03.0Δ ПОk  (при 025.0Δ ПОk  получается практиче-

ски та же функция )( mεfM  , что и при 03.0Δ ПОk ).  

На рис. 7.4 помечены базовые значения 0M  и 0
mε . Базовое 

значение 0M  вычислено из тождества  
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и уравнений (7.2), (7.3), (7.6.a):  
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Мгновенной критичности ( 0 
mm εε ) соответствует 

006.0 MM . Значения 0MM   и 0
mm εε  , соответствующие 

импульсной критичности, зависят от доли постоянного источника 

нейтронов относительно источника запаздывающих нейтронов 

0SSc , т.е. зависят от средней мощности реактора. Так, при 

5.20 SSc  (что соответствует средней мощности реактора 

01.0P  Вт) 0445.00 M  и 00076.00 mε . При 25.00 SSc  

(т.е. при средней мощности ~0,1 Вт) 151.00 M  и 00098.00 mε . 

При мощностях превышающих 1Вт 00 SSc . Для таких мощ-
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ностей 193.00 M  и 00102.00 mε , как и для штатного режима.  

 Полная энергия E за период импульсов иT  равна сумме  

фи EEE  .                                    (7.11) 

Ее базовое значение 0E  и базовое значение средней мощности 

реактора 0P  связаны очевидным соотношением  

иTPE 00  .                                     (7.12) 

Регистрируемым параметром реактора является относи-

тельная амплитуда импульса мощности. Из-за высокой точности 

поддержания скорости вращения подвижного отражателя она 

практически равна относительной энергии импульса мощности 

0
ии EE . При исследовании динамики реактора в качестве регу-

лируемого параметра используется относительное отклонение 

энергии импульса мощности от его базового значения  

1ΔΔ 00

0

0 



и

и

и

ии

и

и
и

E
E

E
EE

E
Ee .  

Мощность реактора как функция времени представлена, 

как отмечено выше, в виде последовательности идеальных им-

пульсов, в которых выделяется вся генерируемая реактором энер-

гия, а между импульсами никакой энергии не выделяется. При 

таком представлении полная мощность реактора )(tP  и ее со-

ставляющие (мощность импульсов )(tPи
  и мощность фона 

)(tPф
 ) как функции времени математически описываются так:  






 
0

)()()()(
n

иnфи nTtδEtPtPtP , 






 
0

)()(
n

ииnи nTtδEtP ,  




 
0

)()(
n

ифnф nTtδEtP ,   (7.13) 
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где фnиnn EEE   – энергия, выделяемая в n-м импульсе мощ-

ности и в интервале между (n1)-м и n-м импульсами (полная 

энергия n-го периода); иnE   энергия n-го импульса, фnE   энер-

гия фона, выделяемая в интервале между (n1)-м и n-м импуль-

сами; иT   период импульсов; )( иnTtδ    дельта-функция рав-

ная 0 при иnTt   и   при иnTt  , причем 1)(
0




иnTtδ .  

Иначе говоря, иnE   площадь n-го импульса мощности, а 

nE  и фnE   соответственно площадь n-го импульса полной 

мощности и n-го импульса фона (напомним, в целях упрощения 

уравнений кинетики мы приняли, что мощность фона имеет не 

непрерывный характер, а импульсный). Уравнениям (7.13) для 

полных переменных соответствуют аналогичные уравнения для 

отклонений переменных от их базовых значений:  






 
0

)(Δ)(Δ)(Δ)(Δ
n

иnфи nTtδEtPtPtP , 






 
0

)(Δ)(Δ
n

ииnи nTtδEtP , 




 
0

)(Δ)(Δ
n

ифnф nTtδEtP , (7.13.а) 

где 0Δ EEE nn  , )()()(Δ 0 tPtPtP   , 0Δ ииnиn EEE   и т.д.  

Действительно, записав любое уравнение (7.13) в общем ви-

де и в виде, соответствующем базовому режиму, и вычтя одно из 

другого, получим соответствующее уравнение (7.13.а).  

Замечание. Верхний индекс * в формулах (7.13), означаю-

щий, что функции времени, представлены в виде идеальных им-

пульсов, далее будет использоваться также для обозначения их 

фурье-изображений, передаточных функций и т.д.  

7.3. Уравнения кинетики импульсного реактора  

Итак, мы рассматриваем мощность реактора как последова-
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тельность идеальных импульсов. Это позволяет от уравнений ки-

нетики (7.1)–(7.3), из которых первое и третье являются диффе-

ренциальными, перейти к алгебраическим уравнениям (7.14)–

(7.19), которые связывают значения безразмерных переменных в 

дискретные моменты времени – в моменты, соответствующие 

текущему импульсу мощности (с индексом n) и предшествующе-

му импульсу мощности (с индексом n1).  

Замечание. Будем считать 0cS , поскольку для мощно-

стей, представляющих интерес с точки зрения управления реак-

тором, интенсивность постоянного источника ничтожна по 

сравнению с интенсивностью запаздывающих нейтронов.  

000 E

E

E
E

E
E фnиnn  ,                               (7.14) 

0

0

00 E
E

E
E

E
E и

и

иnиn  ,                                  (7.15) 









 00000 lnexp

M
M

S
S

M
M

S
S

E
E nnnn

и

иn ,                   (7.16) 

00 S
Sk

E

E n
ф

фn  ,                                   (7.17) 


i

inn
S
S

S
S

00 ,                                    (7.18) 

иiTλn
ii

niin e
E

E
S
Eλμ

S

S

S
S 











 0

1
0

0

0
1

0 .                (7.19) 

Отметим, что для базового режима (работа со стабильными 

импульсами мощности) 0
ффn EE  , 0SSn   и уравнение (7.17) 

примет вид фф kEE 00 . Таким образом, фk  есть доля энергии 

фона от полной энергии в базовом режиме. Постоянные величи-

ны в уравнениях (7.15), (7.17) и (7.19) вычисляются по формулам:  
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Формула (7.20) вытекает из формул (7.19) и (7.18), рассматривае-

мых для базового режима. Формулы (7.21) и (7.22) получаются из 

формул (7.6.а) и (7.14) аналогичным образом.  

 Итак, импульсный реактор нулевой мощности описывает-

ся алгебраическими уравнениями (7.14)–(7.22). Уравнения (7.14)–

(7.18) связывают между собой значения переменных, соответст-

вующие текущему импульсу мощности, а уравнение (7.19) – те-

кущему и предшествующему импульсам, т.е. значения в дискрет-

ные моменты времени. Уравнение (7.19) называется разностным 

и является аналогом дифференциального уравнения (7.3), которое 

связывает значения переменных в любые моменты времени.  

7.4. Импульсная доля запаздывающих нейтронов. Блок-схема 

импульсного реактора  

Из рис. 7.4, на котором параметр M изображен в логарифми-

ческом масштабе, следует, что в окрестности базового значения 

0M  зависимость Mln  от mε  близка к линейной в достаточно 

широком диапазоне изменения M. Разложим функцию 

)ln( 0MM в ряд Тейлора в окрестности 0MM  , отбросив выс-

шие производные (имея в виду любой импульс, опустим в фор-

муле (7.16) индекс n). В результате такого разложения получим  

m
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m εεd
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m

Δlnln
000 








 .                    (7.23) 

Обратная величина первого сомножителя в уравнении (7.23)  
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называется импульсной долей запаздывающих нейтронов (для 

реактора ИБР-2 4106,1 иβ ). Введя новое обозначение  

иβ
εr  ,                                         (7.25) 

упростим входящую в уравнения кинетики формулу (7.16):  
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00
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  , (7.26) 

где ε   реактивность на мгновенных нейтронах в абсолютных 

единицах, а r – в долях иβ ; 0Δ rrr    отклонение реактивно-

сти на мгновенных нейтронах от базового значения в долях иβ . 

Из формулы (7.26) видно, что в базовом режиме 0Δ mnr .  

Из формулы (7.26) следует, что относительная энергия им-

пульса мощности 0
ии EE  является функцией относительного ис-

точника запаздывающих нейтронов 0SS  и отклонения реактив-

ности )()(Δ 0
иmиmm βεβεr   выраженной в долях иβ . Таким 

образом, если в стационарных реакторах реактивность удобно 

выражать в долях β , то в импульсном реакторе – в долях иβ .  

В рабочем диапазоне изменений M относительно 0M  (т.е. в 

диапазоне, за пределами которого срабатывает аварийная защита) 

ошибка аппроксимации при замене нелинейной зависимости 

Mln  от mε  линейной зависимостью достаточно мала (в районе 

5%). В связи с этим в уравнениях кинетики (7.14)–(7.19) целесо-

                                                        
 Бондаренко И.И., Стависский Ю.Я. Импульсный режим работы быстрого 
реактора // Атомная энергия. 1959. Т. 7, вып. 5. С. 417–420.  
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образно заменить уравнение (7.16) уравнением (7.26). На рис. 7.5 

показана блок-схема с учетом такой упрощающей замены.  
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Рис. 7.5. Блок-схема импульсного реактора нулевой мощности  

 

Вместо относительных переменных удобнее использовать 

относительные отклонения переменных от их базовых значений:  
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Считая 0cS , из формулы (7.6.а) получим nфn se ΔΔ  .  

Очевидно, что в режиме стабилизации необходимо поддер-

живать либо 10 ииn EE , либо 0ΔΔ 0  ииnиn EEe , что удобнее.  

 Для реактора нулевой мощности в качестве входного сиг-

нала принято отклонение реактивности mnrΔ  в долях иβ , а в ка-

честве выходного – относительное отклонение энергии импульса 
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мощности 0ΔΔ ииnиn EEe   (рис. 7.5). Там же указан еще один 

выходной сигнал – относительное отклонение полной энергии за 

период 0ΔΔ EEe nn  . Этот сигнал будет использован в качест-

ве входного сигнала мощностной обратной связи при рассмотре-

нии реактора ненулевой мощности.  

7.5. Блок-схема импульсного реактора ненулевой мощности  

 Реактор ненулевой мощности (рис. 7.6) представлен в виде 

реактора нулевой мощности, охваченного мощностной обратной 

связью (МОС). Отклонения от базовых значений реактивностей 

реактора нулевой и ненулевой мощности ( mnrΔ  и RTnrΔ ) и мощ-

ностной обратной связи ( TnrΔ ) выражены в долях иβ .  

 

Реактор нулевой
мощности

Мощностная
обратная связь

Δrmn

ΔrTn

ΔrRTn

Δen

Δeиn

 
Рис. 7.6. Блок-схема импульсного реактора ненулевой мощности  

 

Чтобы реактор был устойчив, мощностная обратная связь 

реактора ИБР-2 в целом должна быть отрицательной (на рис. 7.6 

сектор сумматора зачерчен). Как будет показано далее, ее удобно 

представить в виде совокупности параллельно соединенных эле-

ментов. Коэффициент передачи элемента, осуществляющего от-

рицательную обратную связь, имеет положительный знак, а ко-

эффициент передачи элемента, осуществляющего положитель-

ную обратную связь, – отрицательный знак. Таким образом, реак-

тивность реактора нулевой мощности есть разность:  

TnRTnmn rrr ΔΔΔ  ,                              (7.28) 

причем базовые значения 0Δ mnr , 0Δ RTnr , 0Δ Tnr  равны нулю.  
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7.6. Мощностная обратная связь в линейном приближении  

 Оценка МОС проводилась в режим саморегулирования 

(реактор ИБР-2 работал без автоматического регулятора). Авто-

матический регулятор (АР), выведенный из контура регулирова-

ния, использовался в качестве задатчика реактивности. Задающая 

реактивность изменялась с одного уровня на другой за интервал 

времени между соседними импульсами мощности (для импульс-

ного реактора это эквивалентно скачку реактивности). Регистри-

ровалась последовательность энергий импульсов мощности и вы-

числялись значения относительных отклонений энергий импуль-

сов мощности иneΔ . Использовалось как однократное изменение 

уровня реактивности, так и периодическое, в частности, с таким 

периодом колебаний, что в конце полупериода реактор выходил 

на практически установившийся уровень мощности.  

Вычислялись значения относительных отклонений полной 

энергии импульсов мощности neΔ  (дискретный входной сигнал 

блока МОС). Используя уравнения кинетики импульсного реак-

тора с заменой уравнения (7.16) уравнением (7.26), вычислялись 

отклонения реактивности mnrΔ  (дискретный входной сигнал ре-

актора нулевой мощности). Из соотношения (7.28) по известной 

задающей реактивности RTnrΔ  и вычисленной реактивности 

mnrΔ  вычислялся выходной сигнал МОС:  

mnRTnTn rrr ΔΔΔ  .                              (7.29) 

Частотная передаточная функция обратной связи. Ана-

лиз МОС был продолжен частотным методом. Были вычислены 

спектры )(Δ ωje и )(Δ ωjrT
  дискретных сигналов neΔ  и TnrΔ , а 

по ним дискретная частотная передаточная функция МОС:  

)(Im)(Re
)(Δ
)(Δ)( *** ωjWjωjW

ωje
ωjrωjW TT

T
T 




,      (7.30) 
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где )(Re * ωjWT  и )(Im * ωjWT   соответственно ее действительная 

и мнимая части (иначе называемые вещественной и мнимой дис-

кретными частотными характеристиками), ω   круговая частота 

в относительных единицах равная  

иTωω                                          (7.31) 

( иT   период импульсов в с, иTπω 2   круговая частота в с�1).  

Дискретные частотные характеристики являются периоди-

ческими функциями частоты. Их период равен иTπ2 , если поль-

зоваться частотой ω , или π2 , если пользоваться относительной 

частотой ω  (диапазон ω  от 0 до π ).  

 Входным сигналом блока МОС, изображенного на рис. 

7.6, принято относительное отклонение полной энергии за период 

импульса мощности 0ΔΔ EEe nn  . Отклонение реактивности 

МОС зависит от отклонения температуры топлива от ее базового 

значения. Отклонение же температуры зависит напрямую от от-

клонения полной энергии за период импульсов мощности nEΔ  

(рис. 7.7), а не от относительного отклонения 0ΔΔ EEe nn  .  

 
ΔEn E0

WT
*

ΔrTn Δen=ΔEn /E 0

W*
TΔE

 
Рис. 7.7. Блок мощностной обратной связи  

 

 МОС с дискретной передаточной функцией *
TW  представ-

лена в виде двух составляющих: усилительного звена, преобра-

зующего входной сигнал 0ΔΔ EEe nn   в сигнал nEΔ  (его пере-

даточная функция равна 0E ) и составляющая МОС с дискретной 

передаточной функцией *
ΔETW . Передаточной функцией *

ΔETW  
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целесообразнее пользоваться, когда необходимо сравнивать дис-

кретные передаточные функции МОС, соответствующие разным 

средним мощностям реактора (следовательно, разным значениям 

0E ). Сейчас именно она представляет для нас интерес.  

Дискретная частотная передаточная функция МОС по отно-

сительному отклонению энергии есть произведение (см. рис. 7.7):  

)()( *
Δ

0* ωjWEωjW ETT  .                          (7.32) 

Следовательно, дискретная частотная передаточная функция 

МОС по абсолютному отклонению энергии  в 0E  раз меньше: 

)(1
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*
Δ ωjW

EωjE
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T
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
.                 (7.33) 

Аналогично связаны и вещественные характеристики, соответст-

вующие этим частотным передаточным функциям:  

)(Re1)(Re *
0

*
Δ ωjW

E
ωjW TET  .                     (7.34) 

Импульсная переходная характеристика МОС. В разделе, 

посвященном теории управления, приводилась формула для вы-

числения дискретной импульсной переходной характеристики 

системы по вещественной дискретной частотной характеристике. 

Воспользуемся этой формулой и вычислим дискретную импульс-

ную переходную характеристику МОС:  


π

ETEnT ωdnωωjW
π

w
0

*
ΔΔ )cos()(Re2 .                (7.35) 

 Характеристика EnTw Δ  – это отклонения реактивности 

МОС в дискретные моменты времени ...;3;2;1;0 иии TTTt  , вы-

званные бесконечно узким одиночным импульсом мощности 

единичной площади, поданным на вход МОС в момент времени 

0t . Значения реактивности именно в эти дискретные моменты 

времени влияют на динамику реактора. Поэтому EnTw Δ  называ-
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ется дискретной импульсной переходной характеристикой. Разу-

меется, реактивность МОС, обусловленная одиночным импуль-

сом мощности, представляет собой непрерывную функцию вре-

мени. Она называется импульсной переходной характеристикой и 

является огибающей дискретной импульсной переходной харак-

теристики.  

 Описание МОС линейными уравнениями и, следователь-

но, правомерность использования передаточной функции МОС 

являются справедливыми в первом приближении. Поэтому ха-

рактеристику EnTw Δ  следует рассматривать как отклонение реак-

тивности TnrΔ , вызванное импульсом мощности достаточно ма-

лой площади (при которой не нарушается линейность соотноше-

ний), но нормированную на импульс мощности площадью 1 

МДж.  
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Рис. 7.8. Импульсная переходная характеристика МОС, т.е. от-
клонение реактивности МОС в МДжиβ , вызванное одиночным 
импульсом мощности в момент времени 0t  ( иTtn    безраз-

мерное время, иT   период импульсов мощности)  
 

В качестве примера на рис. 7.8 показана импульсная пере-

ходная характеристика МОС, вычисленная по формуле (7.35) для 

одного из проведенных экспериментов при средней мощности 
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реактора 1,47 МВт (февраль 2002 г.).  

Замечание. Реактивность МОС, обусловленная текущим 

импульсом мощности, не успевает проявить себя в текущем им-

пульсе мощности и влияет на формирование лишь последующих 

импульсов мощности. В связи с этим импульсная переходная ха-

рактеристика, обусловленная импульсом мощности в момент 

0иTt , изображена на рис. 7.8 начиная с момента 1иTt  (в 

момент 0иTt  она равна нулю).  

Структура модели МОС. Для всех вычисленных импульс-

ных переходных характеристик МОС, соответствующих рабоче-

му диапазону средней мощности реактора ИБР-2 (от 1.4 до 2 

МВт) характерно сначала резкое падение, затем некоторый подъ-

ем, после чего опять падение, но несравненно более медленное 

(рис. 7.8). Естественно, без учета этой особенности импульсной 

переходной характеристики ее предельно упрошено можно опи-

сать одной экспонентой. Очевидно, что при учете этой особенно-

сти импульсную переходную характеристику МОС следует опи-

сать, по меньшей мере, суммой трех экспонент: двух с положи-

тельным знаком и одной с отрицательным. Поскольку экспонента 

является импульсной переходной характеристикой апериодиче-

ского звена, то модель МОС можно представить в виде трех апе-

риодических звеньев соединенных параллельно.  

 Замечание. Вычисление импульсной переходной характе-

ристики за существенно более длительный интервал времени 

показало, что для описания МОС помимо трех экспонент надо 

добавить, по меньшей мере, еще две экспоненты. Однако посто-

янные времени этих экспонент настолько велики (сотни секунд), 

что влияние этих двух дополнительных инерционных состав-

ляющих МОС без труда будет компенсировать автоматический 

регулятор, включенный в контур регулирования. Поэтому дос-
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таточно ограничиться учетом трех составляющих МОС.  

Итак, на вход каждого j-го апериодического звена (j=1, 2, 3) 

подаются бесконечно узкие импульсы мощности с периодом иT . 

При этом реактивность МОС, обусловленная текущим импуль-

сом мощности, не успевает проявить себя в этом текущем им-

пульсе мощности, она влияет на формирование лишь последую-

щих импульсов мощности. Учитывая это, запишем разностное 

уравнение, связывающее сигнал на выходе TjnrΔ  в момент, соот-

ветствующий n-му импульсу мощности, со значением выходного 

сигнала 1Δ nTjr  и площадью импульса полной мощности 1Δ nE , 

которые соответствуют ( 1n )-му импульсу мощности:  
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где Tjk  и TjT   коэффициент передачи и постоянная времени j-й 

составляющей МОС; j =1, 2, 3 – номер апериодического звена.  

 Для МОС в целом разностное уравнение примет вид:  
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Дискретные частотные передаточные функции МОС 
ETW Δ  и 

ее параллельных составляющих 
EjTW Δ  связаны суммой  
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где )(Δ ωjrT
  и )(Δ ωjrTj

   фурье-изображения (спектры) дис-

кретных сигналов nTrΔ  и nTjrΔ  соответственно.  

Звено с наибольшей постоянной времени создает отрица-

тельную обратную связь, с промежуточной – положительную, с 

наименьшей – отрицательную, в сумме же – отрицательную.  
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В разделе, посвященном теории управления, указано, что 

апериодическому звену с коэффициентом передачи k и постоян-

ной времени T соответствует дискретная импульсная переходная 

характеристика n
n eTkw  )(  (где 0n ) и дискретная частотная 

передаточная функция (приведем две формы записи)  

TTωj
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ee
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ee
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)( .  

Дискретная импульсная переходная характеристика nw  ка-

ждого апериодического звена МОС используется в расчетах не 

вся, а за вычетом ее значения Tk / , соответствующего 0n . 

Учитывая это, для j-го звена и для МОС в целом получим:  
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 Структурная схема МОС (т.е. соединение звеньев с указа-

нием их передаточных функций) показана на рис. 7.9.  
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Рис. 7.9. Структурная схема МОС в линейном приближении  

 

7.7. Нелинейная модель мощностной обратной связи  

При не слишком малых возмущениях реактивности линей-

ной модели МОС уже недостаточно. Это наглядно проявляется в 

том, что симметричные прямоугольные колебания реактивности 

вызывают явно несимметричные колебания энергии импульсов 
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мощности, что можно объяснить лишь нелинейностью МОС. В 

связи с этим структура модели МОС оставлена без изменений, но 

коэффициенты передачи МОС приняты величинами не постоян-

ными, а зависимыми от различных параметров. У звена с наи-

большей постоянной времени коэффициент передачи принят за-

висимым от реактивности, обусловленной именно этим звеном. 

Такая зависимость основана на предположении, что эта состав-

ляющая реактивности МОС обусловлена расширением топлива 

(что согласуется с расчетной оценкой) и что реактивность этой 

составляющей пропорциональна отклонению температуры топ-

лива. У двух других звеньев коэффициенты передачи приняты 

зависимыми от суммарной реактивности МОС в предположении, 

что она обусловлена совокупностью различных факторов. Такая 

зависимость коэффициентов передачи означает дополнительное 

введение в модель МОС местных обратных связей (рис. 7.10).  
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Рис. 7.10. Блок-схема нелинейной мощностной обратной связи 

реактора ИБР-2 ( nE1Δ , nE2Δ , nE3Δ   промежуточные перемен-
ные, обусловленные нелинейностями коэффициентов передачи)  

 

При такой модели МОС получено наилучшее приближение 

смоделированных переходных процессов к зарегистрированным.  

 Отклонение реактивности МОС, соответствующее n-му 

импульсу мощности,  равно сумме отклонений ее составляющих:  
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где 1Δ nE    отклонение полной энергии, а 1nTjK   нелинейный 

коэффициент передачи, соответствующие предыдущему импуль-

су мощности; TjT   постоянная времени j-й составляющей МОС; 

иT   период импульсов мощности. Коэффициенты 1nTjK  равны  

 111111 Δ1   nTTnT rckK ,                         (7.42) 

 12212 Δ1   nTTnT rckK ,   13313 Δ1   nTTnT rckK , (7.43) 

где Tk   составляющая коэффициента передачи, не зависящая от 

реактивности; c  коэффициент нелинейности, учитывающий за-

висимость TK  от реактивности.  
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Рис. 7.11. Переходные процессы при прямоугольных колебаниях 
задающей реактивности RTrΔ  с амплитудой 0,0657 иβ  ( иeΔ за-
регистрированное, а иaeΔ   вычисленное относительное откло-
нение энергии импульсов мощности; TrΔ   отклонение реак-

тивности МОС с обратным знаком, иTt   относительное время)  
 

 Иллюстрацией хорошего приближения вычисленного пе-

реходного процесса к зарегистрированному служит рис. 7.11. Не-

значительные флуктуации иeΔ  объясняются тем, что это не ис-

тинные значения иeΔ , а усредненные (путем наложения друг на 

друга 78 зарегистрированных периодов колебаний). Процессы 

соответствуют реактору в режиме саморегулирования при сред-
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ней мощности 0P = 1,71 МВт и длительности периода импульсов 

мощности иT = 0,208 с (декабрь 1996 г.). Параметры МОС сле-

дующие: 74,101 TT , 10,32 TT , 31,03 TT  с; 80,51 Tk , 

84,12 Tk , 41,03 Tk   1/МВт; 5,01 c , 2,12 c , 1,13 c .  

7.8. Линеаризованные уравнения импульсного реактора  

 Для исследования устойчивости нелинейной системы 

пользуются соответствующими ей линеаризованными уравне-

ниями.  

Мощностная обратная связь. Нелинейной МОС соответст-

вует уравнение (7.41) с переменными коэффициентами передачи 

TjK . Линеаризованной МОС соответствует подобное уравнение, 

но с постоянными коэффициентами передачи Tjk :  
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Уравнение (7.41) превращается в уравнение (7.44) при 0jc . 

Аналогично при 0jc  блок-схема нелинейной МОС (рис. 7.10) 

переходит в блок-схему линейной МОС (рис. 7.9).  

Реактор нулевой мощности. В нелинейном уравнении ки-

нетики (7.26) )Δexp()( 00
mnnииn rSSEE   разложим экспоненту 

в ряд Тейлора и отбросим высшие производные:  
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 Запишем формулу (*) в следующем виде:  
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Воспользовавшись обозначениями (7.27) для относительных от-

клонений переменных иnииn eEE Δ1)( 0   и nn sSS Δ1)( 0   и 
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пренебрегая произведением  mnn rSS Δ)Δ( 0  как величиной 

второго порядка малости из формулы (**) получим  

mnnиn rse ΔΔΔ  . 

Замечание. Из этого уравнения следует, что в режиме 

стабилизации, когда nsΔ  существенно меньше mnrΔ , относи-

тельное отклонение энергии n-го импульса мощности и соот-

ветствующее этому импульсу отклонение реактивности, вы-

раженное в долях иβ , примерно равны. Так, при 

иmn βε 1,0106,1Δ 5    (при 1,0ΔΔ  иmnmn βεr )  1,0Δ иne .  

В других уравнениях кинетики относительные переменные 

заменим относительными отклонениями. Уравнение (7.14) 

000 EEEEEE фnиnn   для базового режима: примет вид 

000000 EEEEEE фи  . Вычитая последнее уравнение из 

предыдущего и учитывая соотношения (7.21) и (7.22), получим  

nфиnффnфиnфn skekekeke ΔΔ)1(ΔΔ)1(Δ  .  

Поступая аналогичным образом с уравнениями (7.17)–(7.19), по-

лучим уравнения кинетики для малых отклонений:  

mnnиn rse ΔΔΔ  ,                                (7.45) 

nфиnфn skeke ΔΔ)1(Δ  ,                        (7.46) 
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где коэффициенты фk  и 00 SE  определяются формулами  
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Формула (7.48) повторяет формулу (7.21), а формула (7.49) выте-

кает из выражения (7.20).  

 Уравнение (7.47) связывает относительное отклонение ин-

тенсивности запаздывающих нейтронов 0ΔΔ SSs nn  , соответ-

ствующее n-му (текущему) импульсу мощности, с аналогичным 

относительным отклонением 1Δ ns  и относительным отклонени-

ем полной энергии 1Δ ne , соответствующими ( 1n )-му (преды-

дущему) импульсу мощности.  

 Ранее при рассмотрении МОС было показано, что разно-

стному уравнению (7.37) соответствует дискретная частотная пе-

редаточная функция (7.40). Аналогично для запаздывающих ней-

тронов разностному уравнению (7.47), подобному уравнению 

(7.37), соответствует следующая дискретная частотная переда-

точная функция, подобная выражению (7.40):  
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Рис.7.12. Структурная схема импульсного реактора ненулевой 

мощности в линейном приближении  
 

 Линеаризованным уравнениям МОС (7.44) и кинетики 
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(7.45) – (7.47) импульсного реактора ненулевой мощности соот-

ветствует структурная схема, показанная на рис. 7.12.  

Дискретные частотные передаточные функции )(Δ ωjW ET
  и 

)( ωjWS
  вычисляются по формулам (7.40) и (7.50). Дискретная 

частотная передаточная функция )( ωjWE
  блока, преобразующе-

го сигнал 0ΔΔ ииnиn EEe   в сигнал 0ΔΔ EEe nn  , вычисляет-

ся, как следует из рис. 7.12, по формуле  

)(1

1

)(Δ
)(Δ)(

ωjWk

k

ωje
ωjeωjW

Sф

ф

и
E 







 .                 (7.51) 

 Замечание. В структурной схеме (рис. 7.12) на все эле-

менты с указанными дискретными частотными передаточными 

функциями подаются входные сигналы в виде последовательно-

стей идеальных импульсов. При этом во всех этих последова-

тельностях импульсы появляются в одни и те же моменты вре-

мени. В таких дискретных системах выражение дискретной пе-

редаточной функции какого-либо соединения элементов через 

дискретные передаточные функции этих элементов осуществ-

ляется по тем же правилам, что и при аналогичных соединениях 

в непрерывных (не импульсных) системах.  

 Реактор ненулевой мощности должен удовлетворять важ-

нейшему требованию – устойчивости в режиме саморегулирова-

ния. Для оценки устойчивости реактора удобно воспользоваться 

критерием Найквиста. Для этого реактор следует представить в 

виде одноконтурной замкнутой системы с отрицательной обрат-

ной связью, и судить об устойчивости замкнутой системы по час-

тотным характеристикам разомкнутой системы.  

Прямой канал замкнутой системы примем единичным (ка-

нал от RTnrΔ  к иneΔ ). Тогда канал обратной связи будет пред-

ставлять собой блок, включающий все указанные на рис. 7.12 
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элементы, и дискретная частотная передаточная функция разомк-

нутой системы будет равна  

)]()()[()( Δ
0 ωjWωjWEωjWωjW SETERTраз

  .      (7.52) 

Дискретная частотная передаточная функция реактора нену-

левой мощности в целом (как замкнутой системы) равна  

)]()()[(1
1

)(Δ
)(Δ)(

Δ
0 ωjWωjWEωjWωjr

ωjeωjW
SETERT

и
RT 





 .  

7.53) 

7.9. Устойчивость импульсного реактора ненулевой мощности  

Итак, для оценки устойчивости реактора ненулевой мощно-

сти следует построить на комплексной плоскости амплитудно-

фазовую частотную характеристику (АФЧХ) разомкнутой систе-

мы, т.е. график дискретной частотной передаточной функции  

)(Im)(Re)( ωjWjωjWωjW RTразRTразRTраз 
  .      (7.54) 

Вместо АФЧХ можно использовать амплитудную и фазовую ло-

гарифмические частотные характеристики разомкнутой системы.  
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Рис. 7.13. Амплитудно-фазовая частотная характеристика ра-

зомкнутой системы при представлении реактора без автоматиче-
ского регулятора в виде одноконтурной замкнутой системы  

 
В качестве примера на рис. 7.13 показана АФЧХ разомкну-

той системы, соответствующая модели реактора ИБР-2. Значения 

коэффициентов передачи и постоянных времени МОС приняты 
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те же, что указаны в подразделе 7.7.  

 АФЧХ разомкнутой системы не охватывает точку на ком-

плексной плоскости с координатами �1, j0. Следовательно, реак-

тор ИБР-2 в режиме саморегулирования устойчив. Его запасы ус-

тойчивости при указанных параметрах МОС вполне достаточные: 

по амплитуде ~9, по фазе ~50 градусов (рис. 7.13 справа).  

7.10. Блок-схема импульсного реактора с автоматическим  

регулятором  
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Рис. 7.14. Блок-схема импульсного реактора с автоматическим 
регулятором для режима стабилизации (A  автоматический ре-
гулятор; RT  реактор ненулевой мощности; R0  реактор нуле-
вой мощности; T  блок мощностной обратной связи, обуслов-

ленной разогревом реактора)  
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Рис. 7.15. Структурная схема линейной модели импульсного ре-
актора с автоматическим регулятором  

 

 На рис. 7.14 изображена блок-схема замкнутой системы 

управления “регулятор – реактор” для режима стабилизации. Вы-

ходным сигналом системы управления является относительное 

отклонение энергии каждого (n-го) импульса мощности от его 
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базового значения 000 Δ)(Δ ииnииnиn EEEEEe  , а его за-

дающее (желаемое) значение 0)(Δ 00  ииизnизn EEEe  являет-

ся входным сигналом. На схеме указан также возмущающий сиг-

нал FnrΔ  (реактивность вносимая извне).  

 На рис 7.15 показана структурная схема замкнутой систе-

мы управления “регулятор – реактор” в линейном приближении 

для режима стабилизации.  

 Нелинейная модель реактора получена на основании наи-

лучшего приближения смоделированных переходных процессов 

к зарегистрированным. Для моделирования переходных процес-

сов, в том числе в нештатных режимах, целесообразно использо-

вать именно ее. Линейная модель предназначена, в первую оче-

редь, для оценки устойчивости реактора.  

 Используя рис. 7.15, нетрудно записать различные дис-

кретные передаточные функции реактора с регулятором, в част-

ности, передаточные функции замкнутой системы регулирования 

относительно задающего входного сигнала 
eeW  и относительно 

возмущения реактивности 
eFW :  
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 При использовании критерия Найквиста об устойчивости 

одноконтурной замкнутой системы судят по частотным характе-

ристикам разомкнутой системы, которая получается из замкну-

той, если разорвать контур (в каком месте разорвать, не принци-

пиально). Представим реактор с регулятором (рис. 7.15) в виде 

одноконтурной замкнутой системы, приняв в качестве входного 
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сигнала изeΔ . Тогда в прямом канале будут последовательно со-

единенные регулятор и реактор ненулевой мощности, а отрица-

тельная обратная связь будет единичной. В этом случае дискрет-

ная частотная передаточная функция разомкнутой системы равна  

)()()( ωjWωjWωjW RTAраз
  .                     (7.57) 

7.11. Структура автоматического регулятора оптимального в 

статистическом смысле  

Из-за периодического выхода в надкритическое состояние 

импульсный реактор очень чувствителен к возмущениям реак-

тивности, обусловленным вибрацией лопастей подвижного отра-

жателя, дрожанием топливных кассет, в которые сгруппированы 

тепловыделяющие элементы и т.п. Как следствие, флуктуации 

энергии импульсов мощности достаточно велики (до 40%). Это 

иллюстрирует рис. 7.16 (слева), где показана зарегистрированная 

последовательность относительных отклонений энергий импуль-

сов мощности. Реактор работал в режиме саморегулирования при 

средней мощности 1,435 МВт (январь 2002 г.). Характер реактив-

ности, вызвавшей колебания импульсов мощности, проясняет 

вычисленная спектральная плотность* (частотный спектр), пока-

занная на рис. 7.16 справа. Наличие в ней достаточно острых пи-

ков при некоторых значениях частоты (особенно при 1,1 Гц) оз-

начает, что в шуме реактивности помимо случайной составляю-

щей присутствуют регулярные составляющие (близкие по своему 

характеру к синусоидальным возмущениям с этими частотами).  

                                                        
* Элементарные сведения о случайных величинах, процессах, системах регу-
лирования при случайных воздействиях приведены в работе [7].  



 194

0 250 500 750 1000
-0,3
-0,2
-0,1
0,0
0,1
0,2
0,3

Δ
e и

n=t/Tи

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
0,000

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

S Δ
r

f
 

Рис. 7.16. Слева зарегистрированные колебания относительных 
отклонений энергии импульсов мощности, справа спектральная 
плотность реактивности, вызвавшей эти колебания (n – номер 

импульса мощности, f – частота в Гц)  
 

 Для режима стабилизации будем рассматривать автомати-

ческий регулятор в виде интегрирующего звена с передаточной 

функцией sTksW иAA )(  и с входным сигналом в виде последо-

вательности идеальных импульсов (площади этих импульсов 

равны иneΔ ). Воспринимая значения иneΔ , соответствующие 

текущему и предшествующим импульсам мощности, такой про-

стейший регулятор обеспечивает минимум ожидаемого средне-

квадратического отклонения относительной энергии будущего 

импульса мощности (при условии 1иATk ) *.  

 Энергии импульсов мощности зависят только от значений 

реактивности в дискретные моменты времени иTtn  . Поэтому 

на выходе АР нас интересуют только дискретные значения реак-

тивности AnrΔ . Для регулятора в виде интегрирующего звена 

дискретная частотная передаточная функция, связывающая спек-

тры дискретных входного и выходного сигналов, равна  

                                                        
* Задача оптимальности поставлена и решена в работе: Попов А.К. О ста-
тистически оптимальном регулировании энергии импульсов быстрого ре-
актора. Атомная энергия, 1971, т.31, вып.3, с.269. Развернутое изложение 
в работе [14].  
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7.12. Устойчивость импульсного реактора с регулятором  

 На рис. 7.17 и 7.18 изображены дискретные АФЧХ и лога-

рифмические частотные характеристики разомкнутой системы 

при двух значениях коэффициента передачи регулятора Ak  (0,4 и 

1,6 с1) при средней мощности реактора 1,71 МВт (значения па-

раметров МОС те же, что указаны в подразделе 7.7).  
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Рис. 7.17. Дискретные амплитудно-фазовые частотные характе-

ристики разомкнутой системы (соответствующие замкнутой сис-
теме “регулятор – реактор”) при разных значениях коэффициента 

передачи регулятора Ak   
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Рис. 7.18. Дискретные логарифмические частотные характери-
стики разомкнутой системы, соответствующие амплитудно-

фазовым характеристикам, изображенным на рис 7.17  
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 Из частотных характеристик разомкнутой системы следу-

ет, что замкнутая система “регулятор - реактор” устойчива. При 

коэффициенте передачи регулятора 4,0Ak  с1 запасы устойчи-

вости весьма большие: по амплитуде 22,4, по фазе 96 градусов. 

При увеличении коэффициента передачи регулятора в 4 раза 

( 6,1Ak  с1) запас по амплитуде уменьшается в 4 раза (5,6 вме-

сто 22,4). Запас по фазе изменяется несущественно (84 градуса 

вместо 96).  

 На рис. 7.19 для тех же двух значений Ak  показаны пере-

ходные процессы относительного отклонения энергии импульсов 

мощности иeΔ  при скачке реактивности иF βr 1,0Δ  .  
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Рис. 7.19. Переходные процессы, вызванные скачком реактивно-
сти, при двух значениях коэффициента передачи регулятора Ak   

 

 Еще раз о связи ЛАЧХ разомкнутой системы с переход-

ным процессом в замкнутой системе. При 6,1Ak  с1 ЛАЧХ пе-

ресекает линию 0)(  ωL
разW , во-первых, с меньшим наклоном и, 

во-вторых, при большей частоте, чем при 4,0Ak  с1 (рис 7.18). 

Естественно, переходный процесс при 6,1Ak  с1 отличается 

меньшей колебательностью и затухает быстрее (рис. 7.19).  
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Однако отсюда нельзя делать вывод, о предпочтении быст-

рого регулятора, т.е. регулятора, у которого коэффициент пере-

дачи больше. Во-первых, с увеличением коэффициента передачи 

регулятора уменьшаются запасы устойчивости, что весьма неже-

лательно с точки зрения безопасности работы. Во-вторых, поми-

мо регулярных возмущений реактивности (рассмотренный скачок 

относится к этому типу) импульсному реактору присущи значи-

тельные случайные возмущения реактивности. В результате этих 

случайных возмущений энергия импульсов мощности непрерыв-

но колеблется в широком диапазоне (до %40 ) относительно 

среднего значения. Увеличение коэффициента передачи регуля-

тора способствует увеличению колебаний энергии импульсов 

мощности. Однако при умеренных (не слишком больших) коэф-

фициентах это увеличение несущественно. В связи с этим выбор 

коэффициента передачи регулятора основывается на компромис-

се: с одной стороны, добиться приемлемых переходных процес-

сов, вызванных регулярными возмущениями, а с другой, не рас-

качать колебания, вызванные случайными возмущениями.  
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Рис. 7.20. Переходные процессы при возмущении реактивности в 
виде скачка и случайной составляющей при разных значения ко-
эффициента передачи регулятора Ak  ( ArΔ  – реактивность регу-

лятора в долях иβ , иeΔ  – относительное отклонение энергии им-
пульсов мощности, t – время в с, средняя мощность 1,475 МВт)  
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На рис. 7.20 показаны вычисленные переходные процессы, 

соответствующие возмущающей реактивности в виде суммы слу-

чайной и регулярной составляющих. Принято, что случайная со-

ставляющая распределена по нормальному закону с дисперсией 

22
Δ 05,0rσ , т.е. со среднеквадратическим отклонением случай-

ной составляющей от ее среднего (нулевого) значения равным 

05,0Δ .. квFсрr .* В качестве регулярной составляющей рассмот-

рен скачок равный 0,01 (возмущения реактивности выражены в 

долях иβ ). Процессы вычислены при двух значениях коэффици-

ента передачи регулятора при средней мощности реактора 1,475 

МВт. Соответствующие этой мощности параметры МОС опреде-

лены путем математической обработки тестовых переходных 

процессов, зарегистрированных в январе 2002 г.  

 Увеличение коэффициента передачи регулятора от 0,1 до 

0,8 с1 приводит к очень незначительному увеличению средне-

квадратического отклонения регулируемой величины. Однако 

рис. 7.20 показывает, что при коэффициенте передачи 0,8 регуля-

тор совершает резкие колебания, что, разумеется, нежелательно. 

Анализ процессов при иных значениях Ak  показал, что при регу-

ляторе в виде интегрирующего звена значение Ak  в пределах от 

0,1 до 0,4 можно рассматривать как вполне приемлемое.  

7.13. О разгоне реактора по заданному периоду  

 В процессе эксплуатации реактора ИБР-2 режим автома-

тического поддержания заданного периода разгона не использо-

вался. Тем не менее, на этапе проектирования автором было по-

казано (1973 г.), что при наличии существенных случайных воз-

мущений реактивности регулятор в виде интегрирующего звена с 

фильтром также в виде интегрирующего звена обеспечивает оп-

                                                        
* Элементарные сведения о случайных величинах приведены в работе [7].  
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тимальный (в статистическом смысле) режим работы.*  

В качестве регулируемой величины удобнее использовать не 

период реактора RT , а обратный период RR Tα 1 . Обратный 

период, соответствующий n-му импульсу мощности, равен  

1
ln1




n

n

и
Rn E

E
T

α ,                                (7.59) 

где иT  – период импульсов, nE  и 1nE  – энергии n-го и (n1)-го 

импульсов мощности соответственно. Блок-схема для режима 

разгона по заданному обратному периоду показана на рис. 7.21.  

 

ΔrRTn αRnWф WA

ΔαRn

ΔrFn
ΔrAn

RT
αRn

α0
Rn

 
Рис. 7.21. Блок-схема реактора (RT) с регулятором для режима 

разгона с заданным обратным периодом  
 

Здесь (в отличие от блок-схемы для режима стабилизации) 

дополнительно введен фильтр управляющего сигнала. На фильтр 

(интегрирующее звено с передаточной функцией sWф 1 ) пода-

ется дискретный сигнал в виде последовательности импульсов 

(теоретически идеальных) с площадями равными 

RnRnRn ααα  0Δ , где 0
Rnα  – заданное значение обратного перио-

да реактора, соответствующие n-му импульсу мощности, Rnα  – 

его “реальное” значение, вычисленное по формуле (7.59), RnαΔ  – 

управляющий сигнал (“ошибка регулирования”).  

Образующийся на выходе фильтра непрерывный сигнал 

ступенчатой формы подается на регулятор (интегрирующее звено 

с передаточной функцией sTksW иAA )( ), на выходе которого 

                                                        
* Подробное изложение в работе [14].  
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формируется реактивность AnrΔ , воздействующая на реактор. 

Возмущающая реактивность, воздействующая на реактор помимо 

управляющей реактивности, на рис. 7.21 обозначена FnrΔ .  

Регулятор с таким фильтром обеспечивает минимум ожи-

даемого значения “функции потерь”, соответствующей будущему 

импульсу мощности (именно ожидаемого значения в силу слу-

чайного характера реактивности и, следовательно, управляющего 

сигнала). В качестве функции потерь принято экспоненциальное 

выражение 20 ]1)[exp(  RnRn αα , которое означает, что превыше-

ние обратного периода реактора над заданным значением пред-

ставляется менее желательным, чем равное ему уменьшение. При 

малых отклонениях Rnα  от 0
Rnα  экспоненциальная функция по-

терь стремится к квадратичному виду 20 )( RnRn αα  .  
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Рис. 7.22. Разгон реактора по заданному обратному периоду 0
Rα  

при различных значениях коэффициента передачи регулятора Ak  

( 0EE  – энергия импульсов мощности в относительных едини-
цах, ArΔ  – реактивность регулятора в долях иβ , t – время в с)  

 

На рис. 7.22 показаны вычисленные переходные процессы 

для режима разгона по заданному периоду при случайном воз-

мущении реактивности для двух значений коэффициента переда-
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чи регулятора 1,0Ak  и 8,0Ak  с1. Принято, что возмущения 

реактивности FnrΔ  подчиняются нормальному закону распреде-

ления с дисперсией 22
Δ 05,0rσ  (как и при моделировании пере-

ходных процессов в режиме стабилизации). Для большей нагляд-

ности принято, что заданный обратный период 0
Rnα  отличается от 

нуля на непродолжительное время и равен 05,00 Rnα  с1, что со-

ответствует очень малому периоду разгона реактора (TR = 20 с).  

 Показанные на рис. 7.22 переходные процессы реактивно-

сти регулятора, соответствующие двум значениям Ak , совмеще-

ны для большей наглядности на рис. 7.23. Из рис. 7.23 видно, что 

для режима разгона более медленный регулятор с 1,0Ak  с1 не-

сомненно предпочтительнее более быстрого с 8,0Ak  с1 (при 

8,0Ak  с1 наблюдаются резкие перемещения вверх-вниз регу-

лирующего стержня, что нежелательно).  
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Рис. 7.23. Разгон реактора по заданному обратному периоду 0
Rα  

при различных значениях коэффициента передачи регулятора Ak  
( ArΔ  – реактивность регулятора в долях иβ , t – время в с)  
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